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§ 1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

1. ( 1 ) Âûïîëíèòü óêàçàííûå äåéñòâèÿ:

1)
1

i
; 2)

1− i
1 + i

; 3)
2

1− 3i
; 4) (1 + i

√
3)3.

2. ( 2 ) Íàéòè ìîäóëè è àðãóìåíòû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (a è b � äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà):

1) 3i; 2) −2; 3) 1 + i; 4) −1− i; 5) 2 + 5i; 6) 2− 5i;
7) −2 + 5i; 8) −2− 5i; 9) bi (b 6= 0); 10) a+ bi (a 6= 0).

3. ( 3 ) Ðåøèòü óðàâíåíèå z = zn−1 (n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî).

4. ( 4 ) Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ êîðíåé è ïîñòðîèòü èõ:

1) 3√1; 2)
3√
i; 3) 4√−1; 4) 6√−8; 5) 8√1;

6)
√
1− i; 7)

√
3 + 4i; 8) 3√−2 + 2i; 9) 5√−4 + 3i.

5. ( 5 ) Äîêàçàòü, ÷òî îáà çíà÷åíèÿ
√
z2 − 1 ëåæàò íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

íà÷àëî êîîðäèíàò è ïàðàëëåëüíîé áèññåêòðèñå âíóòðåííåãî óãëà òðåóãîëüíèêà ñ âåð-
øèíàìè â òî÷êàõ −1, 1 è z, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû z.

6. ( 6 ) Ïóñòü m è n � öåëûå ÷èñëà. Ïîêàçàòü, ÷òî ( n
√
z)m èìååò n

(n,m)
ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé, ãäå (n,m) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåëm è n. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíî-
æåñòâà çíà÷åíèé ( n

√
z)m è n√zm ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (n,m) = 1,

ò.å. n è m âçàèìíî ïðîñòû.

7. ( 8 ) Èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé, äîêàçàòü íåðàâåíñòâà

1)

∣∣∣∣ z|z| − 1

∣∣∣∣ 6 | arg z|; 2) |z − 1| 6
∣∣|z| − 1

∣∣+ |z|·| arg z|.
8. ( 14 ) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè z1 + z2 + z3 = 0 è |z1| = |z2| = |z3| = 1, òî òî÷êè

z1, z2, z3 ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â åäèíè÷íóþ
îêðóæíîñòü.

9. ( 15 ) Íàéòè âåðøèíû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, åñëè åãî öåíòð íàõîäèòñÿ â òî÷êå
z = 0, à îäíà èç âåðøèí z1 èçâåñòíà.

10. ( 16 ) Òî÷êè z1 è z2 � ñìåæíûå âåðøèíû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà. Íàéòè âåð-
øèíó z3, ñìåæíóþ ñ z2 (z3 6= z1).

11. ( 17 ) Äàíû òðè âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà z1, z2, z3. Íàéòè ÷åòâåðòóþ âåðøèíó
z4, ïðîòèâîïîëîæíóþ âåðøèíå z2.

Â çàäà÷àõ 12�20 òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óêàçàííûõ ñîîòíîøå-
íèé.

12. ( 23 ) |z − z0| < R; |z − z0| > R; |z − z0| = R.

13. ( 24 ) |z − 2|+ |z + 2| = 5. 14. ( 25 ) |z − 2| − |z + 2| > 3.

15. ( 26 ) |z − z1| = |z − z2|. 16. ( 27 ) 1) <e z > C; 2) =mz < C.

17. ( 28 ) 0 < <e (iz) < 1.
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18. ( 29 ) α < arg z < β; α < arg(z − z0) < β (−π < α < β 6 π).

19. ( 30 ) |z| = <e z + 1. 20. ( 31 ) <e z + =mz < 1.

Â çàäà÷àõ 21�22 òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñåìåéñòâà ëèíèé â z-ïëîñêîñòè, çàäàííûõ
ñîîòâåòñòâóþùèìè óðàâíåíèÿìè.

21. ( 35 ) 1) <e
1

z
= C; 2) =m

1

z
= C (−∞ < C <∞).

22. ( 36 ) 1) <e z2 = C; 2) =mz2 = C (−∞ < C <∞).

Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ

23. ( 44 ) Âûâåñòè ôîðìóëû ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè, âûðàæàþùèå êîîðäèíàòû
(ξ, η, ζ) òî÷êè P ñôåðû äèàìåòðîì 1, êàñàþùåéñÿ z-ïëîñêîñòè â íà÷àëå êîîðäèíàò,
÷åðåç êîîðäèíàòû (x, y) ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè z. Âûðàçèòü òàêæå x è y ÷åðåç ξ, η,
ζ (îñè ξ è η ïðåäïîëàãàþòñÿ ñîâïàäàþùèìè ñîîòâåòñòâåííî ñ îñÿìè x è y).

24. ( 45 ) Êàêîâû íà ñôåðå îáðàçû òî÷åê 1, −1, i,
1− i
√
2
?

25. ( 46 ) Êàêîâ íà ïëîñêîñòè îáðàç ïàðàëëåëè ñ øèðîòîé β
(
−π

2
< β < π

2

)
? ×åìó

ñîîòâåòñòâóþò ½þæíûé“ è ½ñåâåðíûé“ ïîëþñû?

26. ( 47 ) Íàéòè íà ñôåðå îáðàçû:
1) ëó÷åé arg z = α; 2) îêðóæíîñòåé |z| = r.

27. ( 48 ) Êàêîâî íà ñôåðå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïàðû òî÷åê, âçàèìíî ñèììåòðè÷-
íûõ:

1) îòíîñèòåëüíî òî÷êè z = 0; 2) îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè;
3) îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

28. ( 49 ) Ïðè êàêîì óñëîâèè òî÷êè z1 è z2 ÿâëÿþòñÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêèìè ïðîåêöè-
ÿìè äâóõ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê ñôåðû?

29. ( 51 ) Íàéòè íà ñôåðå îáðàçû îáëàñòåé, îïðåäåëåííûõ íåðàâåíñòâàìè

1) =mz > 0; 2) =mz < 0; 3) <e z > 0;
4) <e z < 0; 5) |z| < 1; 6) |z| > 1.

§ 2. Ýëåìåíòàðíûå òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè

30. ( 59 ) Ïðåäñòàâèòü â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå ÷èñëà 1,−1, i,−i, 1+i, 1−i,−1+i,
−1− i.

31. ( 60 ) Íàéòè e±
πi
2 ; ekπi (k = 0, ±1, ±2, . . . ).

32. ( 61 ) Íàéòè ìîäóëè è ãëàâíûå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë e2+i,
e2−3i, e3+4i, e−3−4i, −aeiϕ (a > 0, |ϕ| 6 π); eiα − eiβ (0 6 β < α 6 2π).

33. ( 62 ) Íàéòè ñóììû
1) 1 + cosx+ cos 2x+ · · ·+ cosnx;
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2) sinx+ sin 2x+ · · ·+ sinnx;
3) cosx+ cos 3x+ · · ·+ cos(2n− 1)x;
4) sinx+ sin 3x+ · · ·+ sin(2n− 1)x;
5) sinx− sin 2x+ · · ·+ (−1)n−1 sinnx.

34. ( 63 ) Íàéòè ñóììû
1) cosα+ cos(α+ β) + · · ·+ cos(α+ nβ);
2) sinα+ sin(α+ β) + · · ·+ sin(α+ nβ).

35. ( 64 ) Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé, äîêàçàòü:

1) sin2 z + cos2 z = 1; 2) sin z = cos

(
π

2
− z

)
;

3) sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2;
4) cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2.

36. ( 66 ) Äîêàçàòü, ÷òî:
1) sin iz = i sh z; 2) cos iz = ch z;
3) tg iz = i th z; 4) ctg iz = −i cth z.
37. ( 71 ) Âû÷èñëèòü

1) Ln 4, Ln(−1), ln(−1); 2) Ln i, ln i;

3) Ln
1± i
√
2
; 4) Ln(2− 3i), Ln(−2 + 3i).

38. ( 74 ) Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ñòåïåíåé:

1) 1
√

2; 2) (−2)
√

2; 3) 2i; 4) 1−i; 5) ii;

6)

(
1− i
√
2

)1+i

; 7) (3− 4i)1+i; 8) (−3 + 4i)1+i.

39. ( 75 ) Ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ðàöèîíàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè
(α = m

n ) îáùåå îïðåäåëåíèå ñòåïåíè z
α ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì îïðåäåëåíèåì

z
m
n =

(
n√z
)m

.

40. ( 76 ) Ñîâïàäàþò ëè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé a2α, (aα)2, (a2)α?

41. ( 77 ) Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà (äëÿ êîðíåé áåðóòñÿ âñå èõ çíà÷åíèÿ):

1) Arccos z = −i Ln(z +
√
z2 − 1);

2) Arcsin z = −i Ln i(z +
√
z2 − 1);

3) Arctg z =
i

2
Ln

i+ z

i− z
=

1

2i
Ln

1 + iz

1− iz
;

4) Arcctg z =
i

2
Ln

z − i
z + i

.

42. ( 81 ) Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

1) Arcsin
1

2
; 2) Arccos

1

2
; 3) Arccos 2; 4) Arcsin i;

5) Arctg(1 + 2i); 6) Arch 2i; 7) Arth(1− i).
43. ( 82 ) Íàéòè âñå êîðíè ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:
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1) sin z + cos z = 2; 2) sin z − cos z = 3;
3) sin z − cos z = i; 4) ch z − sh z = 1;
5) sh z − ch z = 2i; 6) 2 ch z + sh z = i.

44. ( 83 ) Íàéòè âñå êîðíè ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:
1) cos z = ch z; 2) sin z = i sh z; 3) cos z = i sh 2z.

§ 3. Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

Êîìïëåêñíûå ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî

Â çàäà÷àõ 45�49 îïðåäåëèòü ëèíèè, çàäàííûå óêàçàííûìè óðàâíåíèÿìè.

45. ( 109 ) z = 1− it; 0 6 t 6 2.

46. ( 110 ) z = t+ it2; −∞ < t <∞.

47. ( 111 ) z = t2 + it4; −∞ < t <∞.

48. ( 112 ) z = a(cos t+ i sin t);
π

2
6 t 6

3π

2
; a > 0.

49. ( 113 ) z = t+
i

t
; −∞ < t < 0.

Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

50. ( 116 ) Äëÿ îòîáðàæåíèÿ w = z2 òðåáóåòñÿ:
1) íàéòè îáðàçû ëèíèé x = C, y = C, x = y, |z| = R, arg z = α è âûÿñíèòü,

êàêèå èç íèõ ïðåîáðàçóþòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íî;
2) íàéòè ïðîîáðàçû (íà z-ïëîñêîñòè) ëèíèé u = C, v = C

(w = u+ iv).

51. ( 117 ) Äëÿ îòîáðàæåíèÿ w =
1

z
íàéòè

1) îáðàçû ëèíèé x = C, y = C, |z| = R, arg z = α, |z − 1| = 1;
2) ïðîîáðàçû ëèíèé u = C, v = C.

52. ( 118 ) Äëÿ îòîáðàæåíèé w = z +
1

z
è w = z −

1

z
íàéòè îáðàçû îêðóæíîñòåé

|z| = R.

53. ( 119 ) Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ w = z +
1

z
íàéòè íà z-ïëîñêîñòè ïðîîáðàç ïðÿìî-

óãîëüíîé ñåòêè (u = C, v = C) ïëîñêîñòè w.

54. ( 120 ) Âî ÷òî ïðåîáðàçóåòñÿ îêðóæíîñòü |z| = 1 ïðè îòîáðàæåíèèw =
z

(1− z)2
?

55. ( 121 ) Äëÿ îòîáðàæåíèÿ w = ez íàéòè
1) îáðàçû ëèíèé x = C, y = C, x = y;
2) ïðîîáðàçû ëèíèé ρ = θ (0 6 θ <∞).
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§ 4. Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè

Óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà

56. ( 131 ) Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà äëÿ ôóíêöèé zn, ez, cos z,
Ln z è äîêàçàòü, ÷òî

(zn)′ = nzn−1, (ez)′ = ez, (cos z)′ = − sin z, (Ln z)′ =
1

z
.

57. ( 132 ) Íàéòè ïîñòîÿííûå a, b, c, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(z) áóäåò àíàëèòè÷å-
ñêîé:

1) f(z) = x+ ay + i(bx+ cy);
2) f(z) = cosx(ch y + a sh y) + i sinx(ch y + b sh y).
58. ( 133 ) Íàéòè îáëàñòè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ

f(z) = |x2 − y2|+ 2i|xy|

áóäåò àíàëèòè÷åñêîé.

59. ( 134 ) f(z) = u+ iv = ρeiθ � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îäíà
èç ôóíêöèé u, v, ρ, θ òîæäåñòâåííî ðàâíà ïîñòîÿííîé, òî è ôóíêöèÿ f(z) ïîñòîÿííà.

60. ( 135 ) Ïóñòü z = reiϕ è f(z) = u(r, ϕ) + iv(r, ϕ). Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ Êîøè-
Ðèìàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

61. ( 137 ) Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = z íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìà.

62. ( 138 ) Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ w = z<e z äèôôåðåíöèðóåìà òîëüêî â òî÷êå
z = 0; íàéòè w′(0).

63. ( 139 ) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(z) =
√
|xy| â òî÷êå z = 0 âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà, íî ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò.

64. ( 143 ) Ïóñòü w = f(x) = u+ iv è u(x, y) è v(x, y) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå

z. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ
4w
4z

ïðè

4z → 0 � åñòü ëèáî òî÷êà, ëèáî îêðóæíîñòü.

Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè

Â çàäà÷àõ 65�67 íàéòè ôóíêöèè, ñîïðÿæåííûå ñ äàííûìè ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè â óêàçàííûõ îáëàñòÿõ.

65. ( 159 ) u(x, y) = x2 − y2 + x, 0 6 |z| <∞.

66. ( 160 ) u(x, y) =
x

x2 + y2
, 0 < |z| <∞.

67. ( 161 ) u(x, y) =
1

2
ln(x2 + y2)

à) â îáëàñòè, ïîëó÷åííîé èç ïëîñêîñòè óäàëåíèåì ïîëóîñè y = 0,
−∞ < x 6 0;

á) â ïëîñêîñòè ñ âûêîëîòûì íà÷àëîì êîîðäèíàò (0 < |z| <∞).
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Â çàäà÷àõ 68�71 íàéòè àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè f(z) = u + iv, ïî çàäàííîé äåé-
ñòâèòåëüíîé èëè ìíèìîé ÷àñòè.

68. ( 165 ) u = x2 − y2 + 5x+ y −
y

x2 + y2
.

69. ( 166 ) u = ex(x cos y − y sin y) + 2 sinx sh y + x3 − 3xy2 + y.

70. ( 167 ) v = 3 + x2 − y2 −
y

2(x2 + y2)
.

71. ( 168 ) v = ln(x2 + y2) + x− 2y.

Â çàäà÷àõ 72�75 äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è íàéòè àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè f(z) ïî
çàäàííîìó ìîäóëþ èëè àðãóìåíòó.

72. ( 177 ) ρ = (x2 + y2)ex.
73. ( 178 ) ρ = er

2 cos 2ϕ.

74. ( 179 ) θ = xy. 75. ( 180 ) θ = ϕ+ r sinϕ.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ è àðãóìåíòà ïðîèçâîäíîé

76. ( 187 ) Îòîáðàæåíèå ñîâåðøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè w = z2 è
w = z3. Íàéòè óãîë ïîâîðîòà (ϑ) è êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ (k) â ñëåäóþùèõ òî÷êàõ:

1) z0 = 1; 2) z0 = −
1

4
; 3) z0 = 1 + i; 4) z0 = −3 + 4i.

77. ( 188 ) Êàêàÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè ñæèìàåòñÿ, à êàêàÿ ðàñòÿãèâàåòñÿ, åñëè îòîáðàæå-
íèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ôóíêöèåé

1) w = z2; 2) w = z2 + 2z; 3) w =
1

z
;

4) w = ez; 5) w = ln(z − 1).

78. ( 189 ) Îáëàñòü G îòîáðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f(z) êîíôîðìíî è âçàèìíî
îäíîçíà÷íî íà îáëàñòü G′. Óêàçàòü ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè S è îáëàñòè G′

è äëèíû L äóãè, íà êîòîðóþ îòîáðàæàåòñÿ íåêîòîðàÿ äóãà l, ïðèíàäëåæàùàÿ îáëàñòè
G.

79. ( 190 ) Íàéòè äëèíó L ñïèðàëè, íà êîòîðóþ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ez îòîáðàæàåòñÿ
îòðåçîê y = x, 0 6 x 6 2π.

80. ( 191 ) Íàéòè ïëîùàäü îáëàñòè, íà êîòîðóþ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ez îòîáðàæàåòñÿ
ïðÿìîóãîëüíèê 1 6 x 6 2, 0 6 y 6 4.

81. ( 192 ) Íàéòè îáëàñòü D íà êîòîðóþ ôóíêöèÿ ez îòîáðàæàåò ïðÿìîóãîëüíèê
1 6 x 6 2, 0 6 y 6 8. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè D ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû, ïîëó-
÷åííîé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 78, è îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ýòà ôîðìóëà äàåò íåïðàâèëüíûé
ðåçóëüòàò.

§ 5. Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

82. ( 388 ) Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû I1 =

∫
x dz, I2 =

∫
y dz ïî ñëåäóþùèì ïóòÿì:
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1) ïî ðàäèóñó-âåêòîðó òî÷êè z = 2 + i;
2) ïî ïîëóîêðóæíîñòè |z| = 1, 0 6 arg z 6 π (íà÷àëî ïóòè â òî÷êå z = 1);
3) ïî îêðóæíîñòè |z − a| = R.

83. ( 389 ) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
|z| dz ïî ñëåäóþùèì ïóòÿì:

1) ïî ðàäèóñó-âåêòîðó òî÷êè z = 2− i;
2) ïî ïîëóîêðóæíîñòè |z| = 1, 0 6 arg z 6 π (íà÷àëî ïóòè â òî÷êå z = 1);
3) ïî ïîëóîêðóæíîñòè |z| = 1, −π

2
6 arg z 6 π

2
(íà÷àëî ïóòè â òî÷êå z = −i);

4) ïî îêðóæíîñòè |z| = R.

84. ( 390 ) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
C

|z|z dz, ãäå C � çà-

ìêíóòûé êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè
|z| = 1 è îòðåçêà −1 6 x 6 1, y = 0.

85. ( 391 ) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
C

z

z
dz, ãäå C � ãðà-

íèöà ïîëóêîëüöà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 1.

1 2 x−1−2

y

Ðèñ. 1

86. ( 392 ) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
(z − a)n dz (n � öåëîå ÷èñëî):

1) ïî ïîëóîêðóæíîñòè |z − a| = R, 0 6 arg(z − a) 6 π (íà÷àëî ïóòè â òî÷êå
z = a+R);

2) ïî îêðóæíîñòè |z − a| = R;
3) ïî ïåðèìåòðó êâàäðàòà ñ öåíòðîì â òî÷êå a è ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì

êîîðäèíàò.

§ 6. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè

Âñþäó â çàäà÷àõ ýòîãî ïàðàãðàôà C îçíà÷àåò ïðîñòîé çàìêíóòûé ñïðÿìëÿåìûé
êîíòóð.

87. ( 412 ) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
C

dz

z2 + 9
, åñëè:

1) òî÷êà 3i ëåæèò âíóòðè êîíòóðà C, à òî÷êà −3i � âíå åãî;
2) òî÷êà −3i ëåæèò âíóòðè êîíòóðà C, à òî÷êà 3i � âíå åãî;
3) òî÷êè ±3i ëåæàò âíóòðè êîíòóðà C.

88. ( 413 ) Âû÷èñëèòü âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà

∫
C

dz

z(z2 − 1)
ïðè ðàçëè÷-

íûõ ïîëîæåíèÿõ êîíòóðà C. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíòóð C íå ïðîõîäèò íè ÷åðåç îäíó
èç òî÷åê 0, 1 è −1.

89. ( 414 ) Êàêîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ìîæåò ïðèíèìàòü èíòåãðàë

∫
C

dz

ωn(z)
,

ãäå ωn(z) = (z− z1)(z− z2) . . . (z− zn), (zi 6= zj) è êîíòóð C íå ïðîõîäèò íè ÷åðåç
îäíó èç òî÷åê zi.

90. ( 415 ) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
|z−a|=a

z dz

(z4 − 1)
, a > 1.
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91. ( 416 ) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
1

2πi

∫
C

ez dz

(z2 + a2)
, åñëè êîíòóð C ñîäåðæèò âíóòðè

ñåáÿ êðóã |z| 6 a.

92. ( 417 ) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
1

2πi

∫
C

zez dz

(z − a)3
, åñëè òî÷êà a ëåæèò âíóòðè êîí-

òóðà C.
Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè äëÿ ïðîèçâîäíûõ èíòåãðàëà Êîøè.

93. ( 418 ) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
1

2πi

∫
C

ez dz

z(1− z)3
, åñëè:

1) òî÷êà 0 ëåæèò âíóòðè, à òî÷êà 1 âíå êîíòóðà C;
2) òî÷êà 1 ëåæèò âíóòðè, à òî÷êà 0 âíå êîíòóðà C;
3) òî÷êè 0 è 1 îáå ëåæàò âíóòðè êîíòóðà C.

94. ( 421 ) Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ, ôóíêöèÿ f(z), àíàëèòè÷åñêàÿ è îãðàíè÷åí-
íàÿ âî âñåé ïëîñêîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. Äîêàçàòü ýòó òåîðåìó, âû÷èñëèâ èíòåãðàë∫
|z|=R

f(z) dz

(z − a)(z − b)
(|a| < R, |b| < R) è ïðîèçâåäÿ åãî îöåíêó ïðè R→∞.

95. ( 422 ) Ïóñòü f(z) àíàëèòè÷íà â çàìêíóòîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì C,
z1, z2, . . . , zn � ðàçëè÷íûå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè âíóòðè C è ωn(z) = (z − z1)(z −
z2) . . . (z − zn). Ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë

P (z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ωn(ζ)

ωn(ζ)− ωn(z)
ζ − z

dζ

åñòü ìíîãî÷ëåí (n − 1)-é ñòåïåíè, ñîâïàäàþùèé ñ f(z) â òî÷êàõ z1, z2, . . . , zn (ìíî-
ãî÷ëåí P (z) íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà).

§ 7. Ñòåïåííûå ðÿäû

Â çàäà÷àõ 96�106 îïðåäåëèòü ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ.

96. ( 425 )
∑∞
n=1

zn

n
. 97. ( 426 )

∑∞
n=1

zn

n!
.

98. ( 427 )
∑∞
n=1 n

nzn.

99. ( 428 )
∑∞
n=1

n

2n
zn. 100. ( 429 )

∑∞
n=1

n!

nn
zn.

101. ( 430 )
∑∞
n=1 z

n!.

102. ( 431 )
∑∞
n=1 2

nzn!. 103. ( 432 )
∑∞
n=1 z

2n
.

104. ( 433 )
∑∞
n=1[3 + (−1)n]nzn. 105. ( 434 )

∑∞
n=1 cos in · zn.

106. ( 435 )
∑∞
n=1(n+ an)zn.
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§ 8. Ðÿä Òåéëîðà

Â çàäà÷àõ 107�115 óêàçàííûå ôóíêöèè ðàçëîæèòü â ñòåïåííîé ðÿä âèäà
∑∞
n=1 cnz

n

è íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.

107. ( 452 ) ch z. 108. ( 453 ) sh z. 109. ( 454 ) sin2 z.

110. ( 455 ) ch2 z. 111. ( 458 )
1

az + b
, (b 6= 0).

112. ( 459 )
z

z2 − 4z + 13
. 113. ( 460 )

z2

(z + 1)2
.

114. ( 465 )

∫ z

0

ez
2

dz. 115. ( 466 )

∫ z

0

sin z

z
dz.

Â çàäà÷àõ 116�119 óêàçàííûå ôóíêöèè ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ñòåïåíÿì
(z − 1) è íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.

116. ( 467 )
z

z + 2
. 117. ( 468 )

z

z2 − 2z + 5
.

118. ( 469 )
z2

(z + 1)2
. 119. ( 472 ) sin(2z − z2).

120. ( 473 ) Íàéòè ïåðâûå 5 ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì z ôóíêöèè ez sin z.

§ 9. Íóëè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé

121. ( 504 ) Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà z0 òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ íóëåì ïîðÿäêà
k àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(z), êîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî f(z) = (z−z0)kϕ(z), ãäå ôóíêöèÿϕ(z) àíàëèòè÷íà â òî÷êå z0 èϕ(z0) 6= 0.

122. ( 505 ) Íàéòè ïîðÿäîê íóëÿ z = 0 äëÿ ôóíêöèé
1) z2(ez

2 − 1); 2) 6 sin z3 + z3(z6 − 6); 3) esin z − etg z.
123. ( 506 ) Òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ íóëåì ïîðÿäêà k ôóíêöèè f(z) è íóëåì ïîðÿäêà l

äëÿ ôóíêöèè ϕ(z). ×åì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà z0 äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

1) f(z)ϕ(z); 2) f(x) + ϕ(z); 3)
f(z)

ϕ(z)
?

Â çàäà÷àõ 124�136 íàéòè ïîðÿäêè âñåõ íóëåé äàííûõ ôóíêöèé.

124. ( 507 ) z2 + 9. 125. ( 508 )
z2 + 9

z4
.

126. ( 509 ) z sin z. 127. ( 510 ) (1− ez)(z2 − 4)3.

128. ( 511 ) 1− cos z. 129. ( 512 )
(z2 − π2)2 sin z

z7
.

130. ( 513 )
1− ctg z

z
. 131. ( 514 ) etg z .

132. ( 515 ) sin3 z. 133. ( 516 )
sin3 z

z
.
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134. ( 517 ) sin z3. 135. ( 518 ) cos3 z.

136. ( 519 ) cos z3.

§ 10. Ðÿä Ëîðàíà

Â çàäà÷àõ 137�148 äàííóþ ôóíêöèþ ðàçëîæèòü â ðÿä Ëîðàíà ëèáî â óêàçàííîì
êîëüöå, ëèáî â îêðåñòíîñòè óêàçàííîé òî÷êè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàäëåæèò îïðåäåëèòü
îáëàñòü, â êîòîðîé ðàçëîæåíèå èìååò ìåñòî.

137. ( 543 )
1

z − 2
â îêðåñòíîñòè òî÷åê z = 0 è z =∞.

138. ( 544 )
1

(z − a)k
(a 6= 0, k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî) â îêðåñòíîñòè òî÷åê z = 0 è

z =∞.

139. ( 545 )
1

z(1− z)
â îêðåñòíîñòè òî÷åê z = 0, z = 1, z =∞.

140. ( 546 )
1

(z − a)(z − b)
(0 < |a| < |b|) â îêðåñòíîñòè òî÷åê z = 0, z = a,

z =∞ è â êîëüöå |a| < |z| < |b|.

141. ( 547 )
z2 − 2z + 5

(z − 2)(z2 + 1)
â îêðåñòíîñòè òî÷êè z=2 è â êîëüöå 1< |z|<2.

142. ( 548 )
1

(z2 + 1)2
â îêðåñòíîñòè òî÷åê z = i è z =∞.

143. ( 551 ) z2e
1
z â îêðåñòíîñòè òî÷åê z = 0 è z =∞.

144. ( 552 ) e
1

1−z â îêðåñòíîñòè òî÷åê z = 1 è z =∞.

145. ( 553 ) cos
z2 − 4z

(z − 2)2
â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 2.

146. ( 554 ) z2 sin
1

z − 1
â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 1.

147. ( 555 ) ez+
1
z â îáëàñòè 0 < |z| <∞.

148. ( 556 ) sin z sin
1

z
â îáëàñòè 0 < |z| <∞.

149. ( 557 ) sin
z

1− z
â îêðåñòíîñòè òî÷åê z = 1 è z = ∞ (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå

îãðàíè÷èòüñÿ ÷åòûðüìÿ ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðÿäà).

150. ( 561 ) Âûÿñíèòü, äîïóñêàþò ëè óêàçàííûå ôóíêöèè ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà
â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè:

1) cos
1

z
, z = 0; 2) cos

1

z
, z =∞; 3) sec

1

z − 1
, z = 1;

4) ctg z, z =∞; 5) th
1

z
, z = 0; 6)

z2

sin 1
z

, z = 0.
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§ 11. Îñîáûå òî÷êè îäíîçíà÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèé

Â çàäà÷àõ 151�186 íàéòè îñîáûå òî÷êè ôóíêöèé, âûÿñíèòü èõ õàðàêòåð è èññëåäî-
âàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè.

151. ( 565 )
1

z − z3
. 152. ( 566 )

z4

1 + z4
.

153. ( 567 )
z5

(1− z)2
. 154. ( 568 )

1

z(z2 + 4)2
.

155. ( 569 )
ez

1 + z2
. 156. ( 570 )

z2 + 1

ez
.

157. ( 571 ) ze−z.
158. ( 572 )

1

ez − 1
−

1

z
.

159. ( 573 )
ez

z(1− e−z)
. 160. ( 574 )

1− ez

2 + ez
.

161. ( 575 )
1

z3(2− cos z)
.

162. ( 576 ) th z.

163. ( 577 ) e−
1
z2 . 164. ( 578 ) ze

1
z .

165. ( 579 ) e
z

1−z . 166. ( 580 ) ez−
1
z .

167. ( 581 )
e

1
z−1

ez − 1
.

168. ( 582 )
1

sin z
.

169. ( 583 )
cos z

z2
. 170. ( 584 ) tg z.

171. ( 585 ) tg2 z.
172. ( 586 )

ctg z

z2
.

173. ( 587 ) ctg z −
1

z
. 174. ( 588 ) ctg z −

2

z
.

175. ( 589 )
1

sin z − sin a
. 176. ( 590 )

1

cos z + cos a
.
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177. ( 591 ) sin
1

1− z
. 178. ( 592 )

z7

(z2 − 4)2 cos 1
z−2

.

179. ( 593 ) ctg
1

z
. 180. ( 594 ) ctg

1

z
−

1

z
.

181. ( 595 ) sin
1

z
+

1

z2
. 182. ( 596 ) e−z cos

1

z
.

183. ( 597 ) ectg
1
z . 184. ( 598 ) etg

1
z .

185. ( 599 ) sin

(
1

sin 1
z

)
. 186. ( 600 ) sin

(
1

cos 1
z

)
.

§ 12. Âû÷èñëåíèå âû÷åòîâ

Â çàäà÷àõ 187�205 òðåáóåòñÿ íàéòè âû÷åòû óêàçàííûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî âñåõ
èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê è îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè (åñëè îíà íå
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ îñîáûõ òî÷åê).

187. ( 621 )
1

z3 − z5
. 188. ( 622 )

z2

(z2 + 1)2
.

189. ( 623 )
z2n

(1 + z)n
(n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî).

190. ( 624 )
1

z(1− z2)
. 191. ( 625 )

z2 + z − 1

z2(z − 1)
.

192. ( 626 )
sin 2z

(z + 1)3
. 193. ( 627 )

ez

z2(z2 + 9)
.

194. ( 628 ) tg z.
195. ( 629 )

1

sin z
.

196. ( 630 ) ctg2 z. 197. ( 631 ) ctg3 z.

198. ( 632 ) 1) cos
1

z − 2
; 2) z3 cos

1

z − 2
.

14



199. ( 633 ) ez+
1
z . 200. ( 634 ) sin z sin

1

z
.

201. ( 635 ) sin
z

z + 1
. 202. ( 636 ) cos

z2 + 4z − 1

z + 3
.

203. ( 637 )
1

z(1− e−hz)
(h 6= 0). 204. ( 638 ) zn sin

1

z
(n � öåëîå ÷èñëî).

205. ( 639 )
1

sin 1
z

.

§ 13. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ

Íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû î âû÷åòàõ

Â çàäà÷àõ 149�152 âû÷èñëèòü èíòåãðàëû, ñ÷èòàÿ, ÷òî îáõîä çàìêíóòûõ êîíòóðîâ
ïðîèñõîäèò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

206. ( 657 )

∫
C

dz

z4 + 1
, ãäå C � îêðóæíîñòü x2 + y2 = 2x.

207. ( 658 )

∫
C

z dz

(z − 1)(z − 2)2
, ãäå C � îêðóæíîñòü |z − 2| =

1

2
.

208. ( 659 )

∫
C

dz

(z − 3)(z5 − 1)
, ãäå C � îêðóæíîñòü |z| = 2.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ñóììà âû÷åòîâ îòíîñèòåëüíî âñåõ îñîáûõ òî÷åê
(âêëþ÷àÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ) ðàâíà íóëþ.

209. ( 660 )

∫
C

z3 dz

2z4 + 1
, ãäå C � îêðóæíîñòü |z| = 1.

210. ( 661 )

∫
C

ez

z2(z2 − 9)
dz, ãäå C � îêðóæíîñòü |z| = 1.

211. ( 662 )
1

2πi

∫
C

sin
1

z
dz, ãäå C � îêðóæíîñòü |z| = r.

212. ( 663 )
1

2πi

∫
C

sin2 1

z
dz, ãäå C � îêðóæíîñòü |z| = r.

213. ( 664 )
1

2πi

∫
C

zne
2
z dz, ãäå n � öåëîå ÷èñëî, à C � îêðóæíîñòü |z| = r.

214. ( 665 )

∫
|z|=3

(1 + z + z2)

(
e
1
z + e

1
z−1 + e

1
z−2

)
dz.

215. ( 666 )

∫
|z|=5

z dz

sin z(1− cos z)
.

15



Îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû

216. ( 673 )

∫ 2π

0

dϕ

a+ cosϕ
(a > 1).

Óêàçàíèå. Ïîëîæèòü eiϕ = z.

217. ( 674 )

∫ 2π

0

dϕ

(a+ b cosϕ)2
(a > b > 0).

218. ( 675 )

∫ 2π

0

dϕ

(a+ b cos2 ϕ)2
(a > 0, b > 0).

219. ( 676 )

∫ 2π

0

dϕ

1− 2a cosϕ+ a2
(a � êîìïëåêñíîå ÷èñëî è a 6= ±1).

220. ( 677 )

∫ 2π

0

cos2 3ϕdϕ

1− 2a cosϕ+ a2
(a � êîìïëåêñíîå ÷èñëî è a 6= ±1).

221. ( 678 )

∫ 2π

0

ecosϕ cos(nϕ− sinϕ) dϕ (n � öåëîå ÷èñëî).

222. ( 679 )

∫ π

0

tg(x+ ia) dx (a � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî).

223. ( 680 )

∫ 2π

0

ctg(x+ a) dx (a � êîìïëåêñíîå ÷èñëî è =ma 6= 0).

Â çàäà÷àõ 224�230 âû÷èñëèòü èíòåãðàëû ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè.

224. ( 682 )

∫ ∞
−∞

x dx

(x2 + 4x+ 13)2
.

225. ( 683 )

∫ ∞
0

x2 dx

(x2 + a2)2
(a > 0).

226. ( 684 )

∫ ∞
0

dx

(x2 + 1)n
(n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî).

227. ( 685 )

∫ ∞
−∞

dx

(x2 + a2)(x2 + b2)
(a > 0, b > 0).

228. ( 686 )

∫ ∞
0

x2 + 1

x4 + 1
dx.

229. ( 687 )

∫ ∞
0

dx

1 + xn
(n ≥ 2 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî).

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü èíòåãðàë

∫
C

dz

1 + zn
, ãäå C � êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç ëó÷åé

arg z =
2π

n
è ñîåäèíÿþùåé èõ äóãè îêðóæíîñòè.

230. ( 688 )

∫ ∞
0

xn

1 + x2n
dx (n ≥ 2).
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Ïðèìå÷àíèå. Ìåòîä âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ èç çàäà÷ 229 è 230 ïåðåíîñèòñÿ íà èí-
òåãðàëû îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé âèäà R(xn).

Â çàäà÷àõ 231�234, ïîëüçóÿñü ëåììîé Æîðäàíà, âû÷èñëèòü óêàçàííûå èíòåãðàëû.

231. ( 691 ) 1)

∫ ∞
−∞

x cosx dx

x2 − 2x+ 10
; 2)

∫ ∞
−∞

x sinx dx

x2 − 2x+ 10
.

232. ( 692 )

∫ ∞
−∞

x sinx dx

x2 + 4x+ 20
.

233. ( 693 )

∫ ∞
0

cos ax

x2 + b2
dx (a è b � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà).

234. ( 694 )

∫ ∞
0

x sin ax

x2 + b2
dx (a è b � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà).
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Îòâåòû è ðåøåíèÿ

1. 1) −i; 2) −i; 3)
1

5
(1 + 3i); 4) −8. 2. 1) 3,

π

2
(çäåñü è äàëüøå óêàçàíû òîëüêî çíà-

÷åíèÿ arg z); 2) 2, π; 3)
√
2,
π

4
; 4)
√
2, −

3π

4
; 5)
√
29, arctg

5

2
; 6)
√
29, − arctg

5

2
;

7)
√
29, π − arctg

5

2
; 8)
√
29, arctg

5

2
− π; 9) |b|,

π

2

|b|
b

=
π

2
sgn b; 10)

√
a2 + b2,

arctg
b

a
ïðè a > 0, arctg

b

a
+ π ïðè a < 0 è b > 0, arctg

b

a
− π ïðè a < 0 è b < 0.

3. z = cosϕk+ i sinϕk, ãäå ϕk =
2πk

n
, k=0, 1, . . . , n− 1; z = 0. 4. 1) 1, −

1

2
±
i
√
3

2
;

2)±
√
3

2
+
i

2
, −i; 3)±

√
2

2
(1+i),±

√
2

2
(1−i); 4)±

√
2

2
(
√
3+i),±

√
2

2
(
√
3−i), ±

√
2i;

5) ±1± i, ±
√
2

2
(1 + i), ±

√
2

2
(1− i); 6) ±

√
2

2
(
√√

2 + 1− i
√√

2− 1); 7) ±(2 + i);

8)
√
2

[
cos

(
2k + 3

4

)
π

3
+ i sin

(
2k + 3

4

)
π

3

]
(k = 0,1,2). 9) 5√5×[

cos
(2k+1)π−arctg 3

4

5
+i sin

(2k+1)π−arctg 3
4

5

]
(k = 0,1,2,3,4).

9. zk = z1

(
cos

2kπ

n
+ i sin

2kπ

n

)
(k = 0, 1, 2, . . . , n − 1). 10. z3 = z2 + (z2 −

z1)

(
cos

2π

n
± i sin

2π

n

)
. 11. z4 = z1 + z3 − z2. 12. Âíóòðåííîñòü êðóãà ðàäèóñà

R ñ öåíòðîì â òî÷êå z = z0; âíåøíîñòü ýòîãî æå êðóãà; îêðóæíîñòü òîãî æå êðóãà.

13. Ýëëèïñ ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ z = ±2 è áîëüøîé ïîëóîñüþ
5

2
. 14. Âíóòðåííîñòü

ëåâîé âåòâè ãèïåðáîëû ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ z = ±2 è äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñüþ
3

2
.

15. Ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó òî÷êè z1 è z2, è ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç ñåðåäèíó ýòîãî îòðåçêà. 16. 1) Ïðÿìàÿ x = C è ïîëóïëîñêîñòü, ðàñïîëîæåííàÿ
ñïðàâà îò íåå; 2) ïîëóïëîñêîñòü, ðàñïîëîæåííàÿ ñíèçó îò ïðÿìîé y = C. 17. Ïîëîñà
−1 < y < 0. 18. Âíóòðåííîñòü óãëà (ñîäåðæàùàÿ ïîëîæèòåëüíóþ ÷àñòü äåéñòâèòåëü-
íîé îñè) ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è ñòîðîíàìè, îáðàçóþùèìè ñ äåéñòâèòåëüíîé
îñüþ óãëû, ðàâíûå ñîîòâåòñòâåííî α è β; âíóòðåííîñòü òàêîãî æå óãëà ñ âåðøèíîé
â òî÷êå z0. 19. Ïàðàáîëà y

2 = 2x + 1. 20. Ïîëóïëîñêîñòü, îãðàíè÷åííàÿ ïðÿìîé
x + y = 1 è ñîäåðæàùàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò. 21. 1) Ñåìåéñòâî îêðóæíîñòåé, êàñà-
þùèõñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ìíèìîé îñè, è ñàìà ìíèìàÿ îñü (óðàâíåíèå ñåìåéñòâà:
C(x2 + y2) = x); 2) ñåìåéñòâî îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò äåéñòâè-
òåëüíîé îñè, è ñàìà äåéñòâèòåëüíàÿ îñü. 22. 1) Ñåìåéñòâî ãèïåðáîë x2−y2 = C; 2) ñå-

ìåéñòâî ãèïåðáîë xy =
C

2
. 23. ξ =

x

x2 + y2 + 1
, η =

y

x2 + y2 + 1
, ζ =

x2 + y2

x2 + y2 + 1
,

z = x+iy =
ξ + iη

1− ζ
. 24.

(
1

2
, 0,

1

2

)
,

(
−
1

2
, 0,

1

2

)
,

(
0,

1

2
,
1

2

)
,

(√
2

4
,−
√
2

4
,
1

2

)
. Âñå ÷å-
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òûðå òî÷êè ëåæàò íà ýêâàòîðå, äîëãîòû èõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 0, π,
π

2
, −

π

4
(äîëãîòà

îòñ÷èòûâàåòñÿ îò íà÷àëüíîãî ìåðèäèàíà, ëåæàùåãî â ïëîñêîñòè ξ, η). 25. Îêðóæíîñòü

ðàäèóñà tg

(
β

2
+
π

4

)
ñ öåíòðîì â òî÷êå z = 0. ½Þæíîìó“ ïîëþñó ñîîòâåòñòâóåò íà-

÷àëî êîîðäèíàò, ½ñåâåðíîìó“ � áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà. 26. 1) Ïîëóìåðèäèàíû ñ

äîëãîòîé α; 2) ïàðàëëåëè ñ øèðîòîé β = 2 arctg r −
π

2
. 27. 1) Äèàìåòðàëüíî ïðîòè-

âîïîëîæíûå òî÷êè íà îäíîé ïàðàëëåëè; 2) òî÷êè, âçàèìíî ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî
íà÷àëüíîãî ìåðèäèàíà (ò.å. ñ îòëè÷àþùèìèñÿ ïî çíàêó äîëãîòàìè); 3) òî÷êè, âçàèì-
íî ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ýêâàòîðà (ò.å. ñ îäèíàêîâîé äîëãîòîé è ñ
øèðîòàìè, îòëè÷àþùèìèñÿ çíàêîì). 28. z1 · z2 = −1. 29. 1) Âîñòî÷íîå ïîëóøàðèå;
2) çàïàäíîå ïîëóøàðèå; 3) ïîëóøàðèå −

π

2
< α <

π

2
(α � äîëãîòà); 4) ïîëóøàðèå

π

2
< |α| < π; 5) þæíîå ïîëóøàðèå; 6) ñåâåðíîå ïîëóøàðèå.

30. 1, eπi, e
π
2
i, e−

π
2
i,
√
2e

π
4
i,
√
2e−

π
4
i,
√
2e

3π
4
i,
√
2e−

3π
4
i. 31. ±i; (−1)k. 32. e2,

1; e2, −3; e3, 4 − 2π; e−3, 2π − 4; a, ϕ − π, åñëè ϕ 6 0; 1, −ϕ, åñëè |ϕ| < π,

è π, åñëè |ϕ| = π; 2 sin
α− β

2
;
α+ β + π

2
, åñëè α + β 6 π è

α+ β − 3π

2
, åñ-

ëè α + β > π. 33. 1)
sin (n+1)x

2
cos nx

2

sin x
2

; 2)
sin (n+1)x

2
sin nx

2

sin x
2

; 3)
sin 2nx

2 sinx
; 4)

sin2 nx

sinx
;

5)
sin (n+1)x

2
cos nx

2

cos x
2

, åñëè n � íå÷åòíîå ÷èñëî, −
cos (n+1)x

2
sin nx

2

cos x
2

, åñëè n � ÷åòíîå ÷èñ-

ëî. 34. 1)
sin n+1

2
β

sin β
2

× cos

(
α+

nβ

2

)
; 2)

sin n+1
2
β

sin β
2

sin

(
α+

nβ

2

)
. 37. 1) ln 4 + 2kπi,

(2k+1)πi, πi; 2)

(
2k +

1

2

)
πi;

πi

2
; 3)

(
2k ±

1

4

)
πi; 4)

1

2
ln 13+

(
2kπ − arctg

3

2

)
i,

1

2
ln 13 +

[
(2k + 1)π − arctg

3

2

]
i. 38. 1) cos(2k

√
2π) + i sin(2k

√
2π);

2) 2
√

2[cos(2k + 1)π
√
2 + i sin(2k + 1)π

√
2]; 3) e2kπ(cos ln 2 + i sin ln 2); 4) e2kπ;

5) e

(
2k−1

2

)
π
; 6)

1− i
√
2
e

(
2k+

1
4

)
π
; 7) 5earctg

3
4
+2kπ[cos(ln 5 − arctg

4

3
)

+ i sin(ln 5 − arctg
4

3
)]; 8) −5earctg

3
4
+(2k+1)π[cos(ln 5 − arctg

4

3
) + i sin(ln 5

− arctg
4

3
)]. Âåçäå k � öåëîå ÷èñëî (k = 0, ±1, ±2, . . . ). 40. Ìíîæåñòâà çíà÷åíèé

a2α è (aα)2 ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé, íî íå ñîâïàäàþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñ ìíîæåñòâîì

çíà÷åíèé (a2)α. 42. 1)
π

6
+2kπ,

5π

6
+2kπ; 2) 2kπ±

π

3
; 3) 2kπ±i ln(2+

√
3); 4) 2kπ−

i ln(
√
2−1), (2k+1)π−i ln(

√
2+1); 5)

1

2

[
arctg

1

2
+ (2k + 1)π

]
+
i

4
ln 5; 6) ln(

√
5±

2)+

(
2k ±

1

2

)
πi; 7)

1

4
ln 5+

[
1

2
arctg 2 + (k +

1

2
)π

]
i. Âñþäó k � öåëîå ÷èñëî (k = 0,
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±1, ±2, . . . ). 43. 1) z =
π

4
+2kπ− i ln(

√
2±1); 2) z =

3π

4
+2kπ− i ln

(
3±
√
7

√
2

)
;

3) z =
π

4
+2kπ− i ln

(√
3− 1
√
2

)
è z = −

3π

4
+2kπ− i ln

(√
3 + 1
√
2

)
; 4) z = 2kπi;

5) z = − ln 2 + (2k + 1)πi; 6) z =

(
2k +

1

2

)
πi è z = − ln 3 +

(
2k −

1

2

)
πi.

Âñþäó k � öåëîå ÷èñëî. 44. 1) z = kπ(1 ± i); 2) z = kπ(1 + i) è z =
(2k + 1)π

1 + i
;

3) z =
(4k + 1)π

2(1 + 2i)
è z =

(4k − 1)π

2(1− 2i)
. Âñþäó k � öåëîå ÷èñëî.

45. Îòðåçîê ïðÿìîé : x = 1, −2 6 y 6 0. 46. Ïàðàáîëà y = x2. 47. Äâàæäû
ïðîáåãàåìàÿ ïðàâàÿ ïîëîâèíà ïàðàáîëû y = x2. 48. Ëåâàÿ ïîëóîêðóæíîñòü ðàäèóñà a

ñ öåíòðîì â òî÷êå z = 0. 49. Âåòâü ãèïåðáîëû y =
1

x
, ëåæàùàÿ â òðåòüåì êâàäðàíòå.

50. 1) Îáðàçàìè ïðÿìûõ x = C ÿâëÿþòñÿ ïðè C 6= 0 ïàðàáîëû u = C2 −
v2

4C2
, ïðè

C = 0 ïîëóîñü v = 0, u 6 0; îáðàçàìè ïðÿìûõ y = C ÿâëÿþòñÿ ïðè C 6= 0 ïàðàáîëû

u =
v2

4C2
− C2, ïðè C = 0 ïîëóîñü v = 0, u > 0; îáðàçîì ïðÿìîé x = y ÿâëÿåòñÿ

ïîëóîñü u = 0, v > 0; îáðàçàìè îêðóæíîñòåé |z| = R ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòè |w| = R2;
îáðàçàìè ëó÷åé arg z = α � ëó÷è argw = 2α; âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþòñÿ
ïðÿìûå x = C, y = C, ïðè C 6= 0 è ëó÷è arg z = α; 2) ïðîîáðàçàìè ïðÿìûõ
u = C ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëû x2 − y2 = C (ïðè C = 0 � ïàðà ïðÿìûõ), ïðîîáðàçàìè

ïðÿìûõ v = C � ãèïåðáîëû xy =
C

2
(ïðè C = 0 � ïàðà ïðÿìûõ). 51. 1) Îáðàçàìè

ïðÿìûõ x = C ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòè u2 + v2 −
u

C
= 0, ïðè C = 0 � îñü u = 0;

îáðàçàìè ïðÿìûõ y = C ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòè u2 + v2 +
v

C
= 0, ïðè C = 0 � îñü

v = 0; îáðàçàìè îêðóæíîñòåé |z| = R ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòè |w| =
1

R
; îáðàçàìè ëó÷åé

arg z = α ÿâëÿþòñÿ ëó÷è argw = −α; îáðàçîì îêðóæíîñòè |z − 1| = 1 ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìàÿ u =
1

2
; 2) ïðîîáðàçàìè ïðÿìûõ u = C ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòè x2+y2−

x

C
= 0,

ïðè C = 0 � îñü x = 0, ïðîîáðàçàìè ïðÿìûõ v = C � îêðóæíîñòè x2 +y2 +
y

C
= 0,

ïðè C = 0 � îñü y = 0. 52. Ôóíêöèÿ w = z+
1

z
îòîáðàæàåò îêðóæíîñòè |z| = R 6= 1

íà ýëëèïñû
u2(

R+ 1
R

)2 +
v2(

R− 1
R

)2 = 1, à îêðóæíîñòü |z| = 1 íà îòðåçîê v = 0,

−2 6 u 6 2; ôóíêöèÿ w = z −
1

z
îòîáðàæàåò îêðóæíîñòè |z| = R 6= 1 íà ýëëèïñû

u2(
R− 1

R

)2 +
v2(

R+ 1
R

)2 = 1, à îêðóæíîñòü |z| = 1 íà îòðåçîê u = 0, −2 6 v 6 2.

53. Ïðîîáðàçîì ñåìåéñòâà u = C ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî x(x2 + y2 + 1) = C(x2 + y2);
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ïðîîáðàçîì ñåìåéñòâà v = C � ñåìåéñòâî y(x2 + y2 − 1) = C(x2 + y2). 54. Â ëó÷,

èäóùèé ïî îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè äåéñòâèòåëüíîé îñè èç òî÷êèw = −
1

4
â òî÷êów =∞.

55. 1) Îêðóæíîñòè ρ = eC , ëó÷è θ = C, ñïèðàëü ρ = eθ; 2) ëèíèè y = ex + 2kπ.

??. Òîëüêî f(z) =
2<e z
|z|

f(0) = 0. ??. 1) è 2) Íåïðåðûâíû, íî íå ðàâíîìåðíî.

??. 2) Íåò; 3) äà.

57. 1) c = 1, b = −a; f(z) = (1 − ai)z; 2) a = b = −1; f(z) = eiz.

58. Ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ïðè 0 < arg z <
π

4
, π < arg z <

5π

4
(f(z) = z2)

è ïðè
π

2
< arg z <

3π

4
,
3π

2
< arg z <

7π

4
(f(z) = −z2). 60. r

∂u

∂r
=

∂v

∂ϕ
,

∂u

∂ϕ
= −r

∂v

∂r
. 62. 0. Âñþäó â íîìåðàõ 65�71 C � ïðîèçâîëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ïî-

ñòîÿííàÿ. 65. v(x, y) = 2xy+ y+C. 66. v(x, y) = −
y

x2 + y2
+C. 67. à) v(x, y) =

arg z + C; á) v(x, y) = arg z + 2mπ + C. 68. f(z) = z2 + (5 − i)z −
i

z
+ Ci.

69. f(z) = zez +2i cos z+ z3− iz+Ci. 70. f(z) =
1

2z
+ iz2 +3i+C. 71. f(z) =

2i ln z − (2 − i)z + C. 72. f(z) = eiαz2ez. 73. f(z) = eiαez
2
. 74. f(z) = Ae

z2

2 .
75. f(z) = Azez. (α � ïðîèçâîëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, A � ïðîèçâîëüíàÿ

ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ). 76. Äëÿ w = z2: 1) ϑ = 0, k = 2; 2) ϑ = π, k =
1

2
;

3) ϑ =
π

4
, k = 2

√
2; 4) ϑ = π − arctg

4

3
, k = 10. Äëÿ w = z3: 1) ϑ = 0, k = 3;

2) ϑ = 0, k =
3

16
; 3) ϑ =

π

2
, k = 6; 4) ϑ = −2 arctg

4

3
, k = 75. 77. 1) Ñæàòèå

ïðè |z| <
1

2
, ðàñòÿæåíèå ïðè |z| >

1

2
; 2) ñæàòèå ïðè |z + 1| <

1

2
, ðàñòÿæåíèå ïðè

|z + 1| >
1

2
; 3) ñæàòèå ïðè |z| > 1, ðàñòÿæåíèå ïðè |z| < 1; 4) ñæàòèå ïðè <e z < 0,

ðàñòÿæåíèå ïðè <e z > 0; 5) ñæàòèå ïðè |z − 1| > 1, ðàñòÿæåíèå ïðè |z − 1| < 1.

78. S =

∫∫
G

|f ′(z)|2 dxdy, L =

∫
l

|f ′(z)| ds. 79.
√
2(e2π − 1). 81. Îáëàñòüþ D

ÿâëÿåòñÿ êîëüöî e 6 |w| 6 e2. Ôîðìóëó èç çàäà÷è 78 ïðèìåíÿòü íåëüçÿ, òàê êàê
îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.

82. 1) I1 = 2 + i, I2 = 1 +
i

2
; 2) I1 =

iπ

2
, I2 = −

π

2
; 3) I1 = iπR2, I2 = −πR2.

83. 1)
√
5

(
1−

i

2

)
; 2) −2; 3) 2i; 4) 0. 84. πi. 85.

3

4
. 86. 1)

Rn+1

n+ 1
[(−1)n+1 − 1], åñëè

n 6= −1; πi, åñëè n = −1; 2) è 3) 0, åñëè n 6= −1; 2πi, åñëè n = −1.

87. 1)
π

3
; 2) −

π

3
; 3) 0. 88. Åñëè êîíòóð C ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ òî÷êó 0 è íå

ñîäåðæèò 1 è −1, òî I = −2πi; åñëè ñîäåðæèò òîëüêî îäíó èç òî÷åê −1 èëè 1 è
íå ñîäåðæèò òî÷êó 0, òî I = πi. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî èíòåãðàë ìîæåò ïðèíèìàòü ïÿòü
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ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé (−2πi; −πi; 0; πi; 2πi). 89. 2n − 1, åñëè n > 1; 2, åñëè n = 1.

90.
πi

2
. 91.

sin a

a
. 92. ea

(
1 +

a

2

)
. 93. 1) 1; 2) −

e

2
; 3) 1−

e

2
.

96. R = 1. 97. ∞. 98. 0. 99. 2. 100. e. 101. 1. 102. 1. 103. 1. 104.
1

4
. 105.

1

e
.

106. 1, åñëè |a| 6 1;
1

|a|
, åñëè |a| > 1.

107.
∑∞
n=0

z2n

(2n)!
, R =∞. 108.

∑∞
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!
, R =∞.

109.
∑∞
n=1(−1)n+1

22n−1z2n

(2n)!
, R =∞.

110.
1

2
+
∑∞
n=0

22n−1z2n

(2n)!
, R =∞. 111.

∑∞
n=0(−1)n

anzn

bn+1
, R =

∣∣∣∣ba
∣∣∣∣.

112.
i

6

∑∞
n=1

(2− 3i)n − (2 + 3i)n

13n
zn, R =

√
13.

113.
∑∞
n=2(−1)n(n− 1)zn, R = 1. 114.

∑∞
n=0

z2n+1

n!(2n+ 1)
, R =∞.

115.
∑∞
n=0(−1)n

z2n+1

(2n+ 1)!(2n+ 1)
, R =∞.

116.
1

3
+ 2

∑∞
n=1(−1)n+1

(z − 1)n

3n+1
, R = 3.

117.
1

4

∑∞
n=0

(−1)n

22n
[(z − 1)2n + (z − 1)2n+1], R = 2.

118.
1

4
+
∑∞
n=1(−1)n

(n− 3)(z − 1)n

2n+2
, R = 2.

119.
∑∞
n=0

sin

(
1 +

nπ

2

)
n!

(z − 1)2n, R =∞.

120. 1 + z2 +
z4

3
+ . . . .

122. 1) 4; 2) 15; 3) 3. 123. 1) Íóëåì ïîðÿäêà k + l; 2) íóëåì, ïîðÿäîê êîòîðîãî
íå íèæå, ÷åì min(k, l); 3) íóëåì ïîðÿäêà k − l, åñëè k > l; ïðàâèëüíîé òî÷êîé, íå
ÿâëÿþùåéñÿ íóëåì, åñëè k = l, è îñîáîé òî÷êîé, åñëè k < l. 124. Òî÷êè z = ±3i
� íóëè 1-ãî ïîðÿäêà. 125. Òî÷êè z = ±3i � íóëè 1-ãî ïîðÿäêà; áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ
òî÷êà � íóëü 2-ãî ïîðÿäêà. 126. z = 0 � íóëü 2-ãî ïîðÿäêà; z = kπ (k = ±1, ±2,
. . . ) � íóëè 1-ãî ïîðÿäêà. 127. z = ±2 � íóëè 3-ãî ïîðÿäêà; z = 2kπi (k = 0, ±1,
±2, . . . ) � íóëè 1-ãî ïîðÿäêà. 128. z = 2kπ (k = 0, ±1, ±2, . . . ) � íóëè 2-ãî ïîðÿäêà.
129. z = ±π � íóëè 3-ãî ïîðÿäêà; âñå îñòàëüíûå òî÷êè âèäà z = kπ (k = 0, ±2,
. . . ) � íóëè 1-ãî ïîðÿäêà. 130. z =

π

4
+ kπ (k = 0, ±1, ±2, . . . ) � íóëè 1-ãî ïîðÿäêà.

131. Íóëåé íåò. 132. z = kπ (k = 0, ±1, ±2, . . . ) � íóëè 3-ãî ïîðÿäêà. 133. z = 0 �
íóëü 2-ãî ïîðÿäêà; z = kπ (k = ±1, ±2, . . . ) � íóëè 3-ãî ïîðÿäêà. 134. z = 0 � íóëü 3-

ãî ïîðÿäêà; z =
3√
kπ è z =

1

2

3√
kπ(−1±

√
3) (k = ±1, ±2, . . . ) � íóëè 1-ãî ïîðÿäêà.
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135. z = (2k+1)
π

2
(k = 0, ±1, ±2, . . . ) � íóëè 3-ãî ïîðÿäêà. 136. z = 3

√
(2k + 1)

π

2

è z =
1

2
3

√
(2k + 1)

π

2
(−1± i

√
3) (k = 0, ±1, ±2, . . . ) � íóëè 1-ãî ïîðÿäêà.

137.−
1

2

∞∑
n=0

(
z

2

)n
ïðè |z| < 2;

∞∑
n=0

2n

zn+1
ïðè |z| > 2. 138.

(−1)k

ak

∞∑
n=0

(
n+ k − 1

k − 1

)
×
(
z

a

)n
ïðè |z|< |a|;

1

zk

∞∑
n=0

(
n+ k − 1

k − 1

)(
a

z

)n
ïðè |z|>|a|. 139.

1

z
+
∞∑
n=0

zn ïðè

|z| < 1; −
1

z − 1
+
∞∑
n=0

(−1)n(z − 1)n ïðè 0 < |z − 1| < 1; −
∞∑
n=2

1

zn
ïðè |z| > 1.

140.
1

b− a
∞∑
n=0

bn+1 − an+1

an+1bn+1
zn ïðè |z| < |a|;

1

a− b
×
[

1

z − a
+
∞∑
n=0

(z − a)n

(b− a)n+1

]
ïðè

0< |z− a|< |b− a|;
1

b− a
∞∑
n=0

bn−1 − an−1

zn
ïðè |z| > |b|;

1

a− b
∞∑
n=0

(
zn

bn+1
+

an

zn+1

)
ïðè |a| < |z| < |b|. 141.

1

z − 2
+ i

∞∑
n=0

(−1)n
(2 + i)n+1 − (2− i)n+1

5n+1
(z − 2)n ïðè

0< |z|<
√
5; 2

∞∑
n=1

(−1)n

z2n
−
∞∑
n=0

zn

2n+1
ïðè 1 < |z| < 2. 142. −

i

4(z − i)
−

1

4(z − i)2
+

∞∑
n=0

(n+ 3)in

2n+4
× (z − i)n ïðè 0 < |z − i| < 2;

∞∑
n=1

(−1)n
n

z2n+2
ïðè |z| > 1. 143.

1

2
+

z+z2+
∞∑
n=1

1

(n+ 2)!zn
ïðè 0 < |z| <∞. 144.

∞∑
n=0

(−1)n

n!(z − 1)n
ïðè 0 < |z−1| <∞;

1 −
1

z
+
∞∑
n=2

c−nz
−n ïðè |z| > 1, ãäå c−n = −1 +

n−1∑
k=1

(−1)k+1

(k + 1)!

(
n− 1

k

)
(n = 2, 3,

. . . ). 145. cos 1+
∞∑
n=1

[
(−1)n−142n−1 sin 1

(2n− 1)!(z − 2)4n−2
+

(−1)n42n cos 1

(2n)!(z − 2)4n

]
ïðè 0< |z−2|<∞.

146. (z− 1)+2+
∞∑
n=1

(−1)n−1

[
1

(2n− 1)!
−

1

(2n+ 1)!

]
(z − 1)2n−1

+
2(−1)n

(2n+ 1)!(z − 1)2n

]
, ïðè

0 < |z − 1| < ∞. 147.
∞∑
n=0

cnz
n +

∞∑
n=1

c−nz
−n, ãäå cn = c−n =

∞∑
k=0

1

k!(n+ k)!

(n = 0, 1, 2, . . . ). 148.
∞∑
n=0

c2nz
2n +

∞∑
n=0

c−2nz
−2n, ãäå c2n = c−2n = (−1)n×

∞∑
k=0

1

(2k + 1)!(2n+ 2k + 1)!
(n = 0, 1, 2, . . . ). 149. −

∞∑
n=0

sin

(
1 +

nπ

2

)
n!(z − 1)n

ïðè

0 < |z − 1| < ∞; − sin 1 −
cos 1

z
+

sin 1− 2 cos 1

2!z2
+

6 sin 1− 5 cos 1

3!z3
+ . . . ïðè

|z| > 1.

151. z = 0, z = ±1 � ïîëþñû 1-ãî ïîðÿäêà, z =∞ � ïðàâèëüíàÿ òî÷êà (íóëü 3-ãî

ïîðÿäêà). 152. z =
1± i
√
2
, z =

−1± i
√
2

� ïîëþñû 1-ãî ïîðÿäêà, z = ∞ � ïðàâèëüíàÿ
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òî÷êà. 153. z = 1 � ïîëþñ 2-ãî ïîðÿäêà; z = ∞ � ïîëþñ 3-ãî ïîðÿäêà. 154. z = 0 �
ïîëþñ 1-ãî ïîðÿäêà; z = ±2i � ïîëþñû 2-ãî ïîðÿäêà; z =∞ � ïðàâèëüíàÿ òî÷êà (íóëü
5-ãî ïîðÿäêà). 155. z = ±i � ïîëþñû 1-ãî ïîðÿäêà; z =∞ � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà.
156. z = ∞ � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà. 157. z = ∞ � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà.
158. z = 2kπi (k = ±1, 2, . . . ) � ïîëþñû 1-ãî ïîðÿäêà; z = ∞ � òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ
äëÿ ïîëþñîâ. 159. z = 0 � ïîëþñ 2-ãî ïîðÿäêà; z = 2kπi (k = ±1, 2, . . . ) � ïîëþñû 1-
ãî ïîðÿäêà; z =∞ � òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ïîëþñîâ. 160. z = (2k+1)πi (k = 0, ±1,
2, . . . ) � ïîëþñû 1-ãî ïîðÿäêà; z =∞ � òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ïîëþñîâ. 161. z = 0 �
ïîëþñ 3-ãî ïîðÿäêà, z = 2kπi±i ln(2+

√
3) (k = 0,±1, 2, . . . ) � ïîëþñû 1-ãî ïîðÿäêà;

z =∞ � òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ïîëþñîâ. 162. z = kπi (k = 0,±1, 2, . . . ) � ïîëþñû 1-
ãî ïîðÿäêà; z =∞ � òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ïîëþñîâ. 163. z = 0 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ
òî÷êà; z = ∞ � ïðàâèëüíàÿ òî÷êà. 164. z = 0 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà: z = ∞
� ïîëþñ 1-ãî ïîðÿäêà. 165. z = 1 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà; z = ∞ � ïðàâèëüíàÿ
òî÷êà. 166. z = 0 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà; z = ∞ � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà.
167. z = 1 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà; z = 2kπi (k = 0, ±1, 2, . . . ) � ïîëþñû 1-ãî
ïîðÿäêà; z =∞ � òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ïîëþñîâ. 168. z = kπ (k = 0, ±1, 2, . . . ) �
ïîëþñû 1-ãî ïîðÿäêà; z =∞ � òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ïîëþñîâ. 169. z = 0 � ïîëþñ 2-ãî

ïîðÿäêà; z =∞ � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà. 170. z = (2k+1)
π

2
(k = 0, ±1, 2, . . . )

� ïîëþñû 1-ãî ïîðÿäêà; z =∞ � òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ïîëþñîâ. 171. z = (2k+1)
π

2
(k = 0, ±1, 2, . . . ) � ïîëþñû 2-ãî ïîðÿäêà; z =∞ � òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ïîëþñîâ.
172. z = 0 � ïîëþñ 3-ãî ïîðÿäêà; z = kπ (k = ±1, 2, . . . ) � ïîëþñû 1-ãî ïîðÿäêà;
z = ∞ � òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ïîëþñîâ. 173. z = kπ (k = ±1, 2, . . . ) � ïîëþñû
1-ãî ïîðÿäêà; z = ∞ � òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ïîëþñîâ. 174. z = kπ (k = 0, ±1,
2, . . . ) � ïîëþñû 1-ãî ïîðÿäêà; z = ∞ � òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ïîëþñîâ. 175. Åñëè

a 6= mπ+
π

2
(m = 0, ±1, ±2, . . . ), òî z = 2kπ+a è z = (2k+1)π−a (k = 0, ±1,

±2, . . . ) � ïðîñòûå ïîëþñû; åñëè a = mπ+
π

2
, òî ïðè m ÷åòíîì z = 2kπ+

π

2
è ïðè

m íå÷åòíîì z = (2k + 1)π +
π

2
ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè 2-ãî ïîðÿäêà; z = ∞ � âî âñåõ

ñëó÷àÿõ òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ïîëþñîâ. 176. Åñëè a 6= mπ (m = 0, ±1, ±2, . . . ),
òî z = (2k + 1)π ± a (k = 0, ±1, ±2, . . . ) � ïîëþñû 1-ãî ïîðÿäêà; åñëè a = mπ,
òî ïðè m íå÷åòíîì z = 2kπ, à ïðè m ÷åòíîì z = (2k + 2)π � ïîëþñû 2-ãî ïîðÿäêà,
z = ∞ âî âñåõ ñëó÷àÿõ òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ïîëþñîâ. 177. z = 1 � ñóùåñòâåííî
îñîáàÿ òî÷êà; z = ∞ �ïðàâèëüíàÿ òî÷êà (íóëü 1-ãî ïîðÿäêà). 178. z = −2 � ïîëþñ
2-ãî ïîðÿäêà; z = 2 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà; z =∞ � ïîëþñ 3-ãî ïîðÿäêà. 179. è

180. z =
1

kπ
(k = ±1, 2, . . . ) � ïîëþñû 1-ãî ïîðÿäêà; z = 0 � òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ

äëÿ ïîëþñîâ, z = ∞ � ïîëþñ 1-ãî ïîðÿäêà. 181. z = 0 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà;
z =∞ � ïðàâèëüíàÿ òî÷êà (íóëü 1-ãî ïîðÿäêà). 182. z = 0 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà;

z = ∞ � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà. 183. z =
1

kπ
(k = ±1, 2, . . . ) � ñóùåñòâåííî

îñîáûå òî÷êè; z = 0 � òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ñóùåñòâåííî îñîáûõ òî÷åê, z = ∞ �

ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà. 184. z =
2

(2k + 1)π
(k = 0, ±1, 2, . . . ) � ñóùåñòâåííî
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îñîáûå òî÷êè; z = 0 � òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ñóùåñòâåííî îñîáûõ òî÷åê, z = ∞ �

ïðàâèëüíàÿ òî÷êà. 185. z =
1

kπ
(k = ±1, 2, . . . ) � ñóùåñòâåííî îñîáûå òî÷êè; z = 0 �

òî÷êà, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ñóùåñòâåííî îñîáûõ òî÷åê, z =∞ � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà.

186. z =
2

(2k + 1)π
(k = 0, ±1, 2, . . . ) � ñóùåñòâåííî îñîáûå òî÷êè; z = 0 � òî÷êà,

ïðåäåëüíàÿ äëÿ ñóùåñòâåííî îñîáûõ òî÷åê, z =∞ � ïðàâèëüíàÿ òî÷êà.

187. res
z=±1

f(z) = −
1

2
; res
z=0

f(z) = 1; res
z=∞

f(z) = 0. 188. res
z=i

f(z) = −
i

4
;

res
z=−i

f(z) =
i

4
; res
z=∞

f(z) = 0. 189. res
z=−1

f(z) = (−1)n+1
(2n)!

(n− 1)!(n+ 1)!
; res
z=∞

f(z) =

(−1)n
(2n)!

(n− 1)!(n+ 1)!
. 190. res

z=0
f(z) = 1; res

z=±1
f(z) = −

1

2
; res
z=∞

f(z) = 0.

191. res
z=0

f(z) = 0; res
z=1

f(z) = 1; res
z=∞

f(z) = −1. 191. res
z=−1

f(z) = 2 sin 2; res
z=∞

f(z)=

−2 sin 2. 193.res
z=0

f(z)=
1

9
; res
z=3i

f(z)=−
1

54
(sin 3−i cos 3); res

z=−3i
f(z) = −

1

54
(sin 3+

i cos 3); res
z=∞

f(z) =
1

27
× (sin 3− 3). 194. res

z=2k+1
2
π
f(z) = −1 (k = 0, ±1, ±2, . . . ).

195. res
z=kπ

f(z) = (−1)k (k = 0, ±1, ±2, . . . ). 196. res
z=kπ

f(z) = 0 (k = 0, ±1,
±2, . . . ). 197. res

z=kπ
f(z) = −1 (k = 0,±1,±2, . . . ). 198. 1) res

z=2
f(z)= res

z=∞
f(z)=0;

2) res
z=2

f(z) = − res
z=∞

f(z) = −
143

24
. 199. res

z=0
f(z) =

∞∑
n=0

1

n!(n+ 1)!
= − res

z=∞
f(z).

200. res
z=0

f(z) = − res
z=∞

f(z) = 0. 201. res
z=−1

f(z) = − cos 1 = − res
z=∞

f(z).

202. res
z=−3

f(z) = − res
z=∞

f(z) = − sin 2

[
∞∑
n=1

42n

(2n− 1)!(2n)!
+

∞∑
n=1

42n+1

(2n)!(2n+ 1)!

]
.

203. res
z=0

f(z) =
1

2
; res
z=

2kπi
h

f(z) =
1

2kπi
(k = 0, ±1, ±2, . . . ). 204. res

z=0
f(z) = 0,

åñëè n<0, à òàêæå åñëè n>0 � íå÷åòíîå; res
z=0

f(z) =
(−1)1

2

(n+ 1)!
, åñëè n = 0 èëè n > 0

� ÷åòíîå; res
z=∞

f(z) = − res
z=0

f(z). 205. res
z=

1
kπ

f(z)=(−1)k+1
1

k2π2
(k = 0,±1,±2, . . . );

res
z=∞

f(z)=
2

π2

∞∑
k=1

(−1)k

k2
= −

1

6
.

206. −
πi
√
2
. 207. −2πi. 208. −

πi

121
. 209. πi. 210. −

2πi

9
. 211. 1. 212. 0.

213.
2n+1

(n+ 1)!
, åñëè n ≥ −1, è 0, åñëè n < −1. 214. 32πi. 215. 0. 216.

2π
√
a2 − 1

.

217.
2πa

(a2 − b2)3
2

. 218.
(2a+ b)π

[a(a+ b)]
3
2

. 219.
2π

1− a2
, åñëè |a| < 1;

2π

a2 − 1
, åñëè |a| > 1; 0

(ãëàâíîå çíà÷åíèå), åñëè |a| = 1, a 6= ±1 (ïðè a = ±1 ãëàâíîå çíà÷åíèå íå ñóùåñòâó-
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åò). 220.
π(a6 + 1)

1− a2
, åñëè |a| < 1;

π(a6 + 1)

a6(a2 − 1)
, åñëè |a| > 1;

π

2

(1− a12)

a6(a2 − 1)
(ãëàâíîå

çíà÷åíèå), åñëè |a| = 1, a 6= ±1 (ïðè a = ±1 ãëàâíîå çíà÷åíèå íå ñóùåñòâóåò).

221.
2π

n!
, åñëè n ≥ 0; 0, åñëè n < 0. 222. πi sign a (ïðè a = 0 ãëàâíîå çíà÷åíèå èíòå-

ãðàëà ðàâíî 0). 223.−2πi sign=ma. 224.
−π
27

. 225.
π

4a
. 226.

1 · 3 · 5 . . . (2n− 3)

2 · 4 · 6 . . . (2n− 2)

π

2
,

åñëè n > 1;
π

2
, åñëè n = 1. 227.

π

ab(a+ b)
. 228.

π
√
2

2
. 229.

π

n sin
π

n

. 230.
π

n

sin π
2n

sin π
n

.

231. 1)
π

3e3
(cos 1−3 sin 1); 2)

π

3e3
(3 cos 1+sin 1). 232.

π

2e4
(2 cos 2+sin 2). 233.

πe−ab

2b
.

234.
π

2
e−ab.
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