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ПО КУРСУ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

ДЛЯ СТУДЕНТОВ 2-ГО КУРСА НА ВТОРУЮ МИНИСЕССИЮ
(расчитанная на 2 семестра лекций для студентов 2-го курса)

Составил профессор кафедры МАДУ А.А.Родионов

ВОПРОСЫ К ЭКЗАМЕНУ (вторая сессия)
1.Теорема существования (для ОДУ, не разрешенных относительно производной).
2.Простейшие ОДУ, не разрешенные относительно производных. Примеры.
3.Уравнения Лагранжа. Уравнения Клеро.
4.Особое решение,определения. Теорема о дискриминантной кривой.
5.Огибающая. Необходимое условие существования огибающей.
6.Зависимость решений от входных данных. Теорема.
7.Лемма Адамара.
8.Зависимость решений от входных параметров. Теорема.
9.Линейные однородные ДУ n-го порядка с постоянными коэффициентами: а) леммы (о линей-

ном операторе, о корнях характеристического многочлена, о решении однородного уравнения ); б)
фундаментальная система решений; в) определитель Вронского, формула Лиувилля (без доказа-
тельства); г) теорема об общем решении; д) теорема о вещественном решении уравнения.

10.Частное решение линейного неоднородного уравнения с постояными коэффициентами (с пра-
вой частью в виде квазимногочлена).

ПРАКТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ
1. Простейшие ОДУ, не разрешенные относительно производных.
2. Уравнения Лагранжа. Уравнения Клеро.
3. Особое решение, дискриминантные кривые.
4. Огибающая для данного семейства линий.
5. Уравнения порядка выше 1-го, методы понижения порядка уравнения.
6. Решение линейного однородного ОДУ с постоянными коэффициентами.
7. Решение линейного неоднородного ОДУ с постоянными коэффициентами с правой частью в

виде квазимногочлена.
8. Решение линейного неоднородного ОДУ с постоянными коэффициентами методом вариации

постоянных.
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ВАРИАНТЫ ЭКЗАМЕНАЦИОННЫХ БИЛЕТОВ

ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ БИЛЕТ N 1
1. Доказать теорему существования решения для ОДУ, не разрешенных относительно производной.
2. Теорема 1 о представлении общего решения однородного ОДУ n-го порядка с постоянными ко-
эффициентами (формулировка и доказательство).
3. Найти огибающую и определить ОДУ для семейства кривых: y = C(x− C)2.
4. Решить уравнение: yy′2 − 2xy′ + y = 0.



ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ БИЛЕТ N 2
1. Доказать теорему о частном решении линейного ОДУ n-го порядка с постоянными коэффициен-
тами (с правой частью в виде квазимногочлена).
2. Дать определение огибающей для однопараметрического семейства кривых. Вывести необходи-
мые условия существования огибающей.
3. Решить задачу Коши: y′y′′′ − 2y′′2 = 0, y(−2) = 0, y′(−2) = 1, y′′(−2) = −1.
4. Решить уравнение: y = xy′2 − 2y′3.

ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ БИЛЕТ N 3
1. Сформулировать и доказать теорему о зависимости решения уравнения dy/dx =
f(x, y, µ1, ..., µn) от входных параметров.
2. Дать определение огибающей для однопараметрического семейства кривых.
3. Уравнение Лагранжа (дать определение и метод решения).
4. Решить задачу Коши: 2y′′′ − 3y′2 = 0, y(0) = 2, y′(0) = 1, y′′(0) = −1.
5. Решить уравнение (однородное): x2yy′′ + y′2 = 0.



ПРОГРАММА ПО КУРСУ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
(расчитанная на два семестра лекций для студентов 2-го курса, кафедра МАДУ)

Составил д.ф.-м.н. А.А.Родионов

Вопросы к экзамену (первая сессия).
1. Определения ОДУ, порядок уравнения, решение.
2. Примеры задач и процессов, описываемых ОДУ.
3. Простейшие ОДУ: 1)y′ = f(x); 2)y′ = f(y); 3)y′ = f(x)g(y); 4)y′ = f(y/x); 5)y′ =

a(x)y + b(x); 6) ОДУ в полных дифференциалах.
4. Геометрическая интерпритация интегрирования ОДУ. Метод изоклин и метод Эйлера. При-

меры.
5. Задача Коши. Постановка и примеры. Пример неединственности решения.
6. Теорема Арцеля (о выборе равномерно сходящейся последовательности).
7. Теорема Пеано (о существовании решения).
8. Теорема о непродолжаемости решения.
9. Теорема Осгуда (о единственности решения).
10.Метод последовательных приближений Пикара. Теорема Пикара: 1) лемма об эквивалентно-

сти задачи Коши и интегрального уравнения; 2) построение последовательности Пикара, ее свой-
ства; 3) равномерная сходимость последовательности; 4) единственность решения; 5) оценка ошибки
решения, замечания.

11.Определения: метрическое пространство, непрерывность, сходимость, сжимающее отображе-
ние. Примеры.

12.Принцип сжатых отображений. Теорема.
13.Теорема существования и единственности (на основе принципа сжатых отображений)

Вопросы к экзамену (вторая сессия).
1.Теорема существования (для ОДУ, не разрешенных относительно производной).
2.Простейшие ОДУ, не разрешенные относительно производных. Примеры.
3.Уравнения Лагранжа. Уравнения Клеро.
4.Особое решение,определения. Теорема о дискриминантной кривой.
5.Огибающая. Необходимое условие существования огибающей.
6.Зависимость решений от входных данных. Теорема.
7.Лемма Адамара.
8.Зависимость решений от входных параметров. Теорема.
9.Линейные однородные ДУ n-го порядка с постоянными коэффициентами: а) леммы (о линей-

ном операторе, о корнях характеристического многочлена, о решении однородного уравнения ); б)
фундаментальная система решений; в) определитель Вронского, формула Лиувилля (без доказа-
тельства); г) теорема об общем решении; д) теорема о вещественном решении уравнения.

10.Частное решение линейного неоднородного уравнения с постояными коэффициентами (с пра-
вой частью в виде квазимногочлена).

11.Метод вариации постоянных для неоднородного уравнения n-го порядка

Вопросы к экзамену (третья сессия).
1. Системы ОДУ. Общие понятия. Задача Коши для нормальных систем ОДУ
2. Метод исключения для нормальных систем ОДУ (сведение нормальной системы 1-го порядка

из n уравнений к одному уравнению n-го порядка).
3. Теоремы существования и единственности для нормальных систем ОДУ: а) Лемма (основная,

об оценке решения); б) Теорема Пеано (существования решения) без доказательства; в) Теорема
1(существования решения); г) Теорема 2(существование решения для норм. линейной системы); д)
Лемма Гронуолла-Беллмана; е) Лемма (о сравнении, дифференциальном неравенстве); ж) Теорема
(о нулевом решении); з) Теорема Тонелли.

4. Линейные однородные системы ОДУ первого порядка: а) фундаментальная система реше-
ний, линейная зависимость решений, определитель Вронского; б) теорема о представлении общего
решения; в) формула Лиувилля (доказательство).

5. Общее решение для неоднородных линейных систем. Метод вариации постоянных для систем.



6. Нормальные линейные системы с постоянными коэффициентами: а) общее решение (в слу-
чае различных собственных значений); б) общее решение (в случае кратных собственных значений).

Вопросы к экзамену (четвертая сессия).
1. Устойчивость нормальных систем ОДУ: а) устойчивость по Ляпунову, асимптотическая устой-

чивость; б) леммы об оценке решения при Reλ < 0; в) теорема об асиммптотической устойчивости;
г) лемма Ляпунова об устойчивости положения равновесия, пример; д) линеаризация (первое при-
ближение) системы уравнений; е) теорема Ляпунова об асимптотической устойчивости, пример; ж)
теорема Гурвица (без доказательства).

2. Динамические системы: свойства; теорема(о трех видах траектории).
3. Динамические системы на плоскости: свойства функции последования; теорема о замкнутой

траектории; теорема о предельном цикле; теорема Бендиксона (без док–ва).
4. Траектории линейной однородной системы ОДУ 2-го порядка: а) узел; б)седло; в)фокус;

г)центр; д)вырожденные случаи.
5. Уравнения с частными производными 1-го порядка: определения, характеристики квазили-

нейного уравнения; теорема об интегральной поверхности; первые интегралы, общее решение урав-
нения, пример; задача Коши для квазилинейного уравнения, пример.

6. Группы преобразований в ОДУ : определения; примеры; Теорема Ли; Теорема об инвариан-
те; Утверждение (об интегрирующем множителе ОДУ); Уравнение Риккати (пример); Теорема о
группе переносов; неоднородное линейное уравнение (пример).

Практические вопросы:
1. Изоклины. Построение ОДУ для данного семейства кривых. 2. ОДУ с разделяющимися

переменными. 3. Однородные ОДУ. 4. Линейные ОДУ 1-го порядка. 5. ОДУ в полных диф-
ференциалах. 6. Геометрические и физические задачи, решаемые с помощью ОДУ. 7. Построе-
ние последовательности Пикара. Оценка ошибки решения. 8. Простейшие ОДУ, не разрешенные
относительно производных. Уравнения Лагранжа. Уравнения Клеро. 9. Особое решение, дис-
криминантные кривые. 10. Огибающая для данного семейства линий. 11. Уравнения порядка
выше 1-го, методы понижения порядка уравнения. 12. Решение линейного однородного ОДУ с
постоянными коэффициентами. 13. Решение линейного неоднородного ОДУ с постоянными ко-
эффициентами с правой частью в виде квазимногочлена. 14. Решение линейного неоднородного
ОДУ с постоянными коэффициентами методом вариации постоянных. 15. Решение линейых од-
нородных и неоднородных систем ОДУ первого порядка с постоянными коэффициентами. 16.
Решение линейых неоднородных систем ОДУ первого порядка с постоянными коэффициентами ме-
тодом вариации постоянных. 17. Нахождение положения равновесия для нормальной системы
ОДУ; исследование на устойчивость положения равновесия (лемма Ляпунова, линеаризация систе-
мы + теорема Ляпунова). 18. Исследование линейной однородной системы ОДУ 2-го порядка с
постоянными коэффициентами, начертить траектории в окрестности точки покоя (узел, седло, фо-
кус, центр, вырожденные случаи). 19. Решение квазилинейных уравнений в частных производных
с заданным условием на границе.
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Ââåäåíèå

Â äèñöèïëèíå ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ ðåàëèçóþòñÿ ñëåäóþùèå
âèäû ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû: ñàìîñòîÿòåëüíîå èçó÷åíèå òåîðåòè÷åñêîãî
ìàòåðèàëà, èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ è äîìàøíèå çàäà÷è.

Ïîä ñàìîñòîÿòåëüíûì èçó÷åíèåì òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïîäðàçóìå-
âàåòñÿ èçó÷åíèå ñòóäåíòàìè êîíñïåêòà ëåêöèé è äîïîëíèòåëüíûõ òåì. Äî-
ïîëíèòåëüíûå òåìû ôîðìóëèðóþòñÿ â ðàçäåëå 1 ñ óêàçàíèåì ó÷åáíîãî ïî-
ñîáèÿ, ãäå ýòè âîïðîñû ðàçáèðàþòñÿ. Çíàíèå äàííûõ òåì ïðîâåðÿåòñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî íà ýêçàìåíå (â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ âîïðîñîâ).

Â ðàçäåëå 2 ïî òåìàì ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïðèâåäåíû èíäèâèäóàëüíûå
çàäàíèÿ. Ïðåïîäàâàòåëü, âåäóùèé ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ, íà ïåðâîì çàíÿ-
òèè èëè â òå÷åíèå ïåðâîãî ìåñÿöà âûäàåò áëîê èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé,
âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ çàäàíèÿ ïî êàæäîìó ïðàêòè÷åñêîìó çàíÿòèþ. Ñäà÷à
ðåøåííûõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé ïðåïîäàâàòåëþ, âåäóùåìó ïðàêòè÷å-
ñêèå çàíÿòèÿ, ïðîèçâîäèòñÿ ñòóäåíòîì ïîñëå êàæäîé ïðîéäåííîé òåìû â
ïèñüìåííîì âèäå.

Òðåáîâàíèÿ ê îôîðìëåíèþ:

• ðåøåíèÿ çàäà÷ ñëåäóåò îôîðìëÿòü â îòäåëüíîé òåòðàäè,

• ðåøåíèÿ çàäà÷ äîëæíû ñîïðîâîæäàòüñÿ ïîäðîáíûìè è ÷åòêèìè ìàòå-
ìàòè÷åñêèìè âûêëàäêàìè, ññûëêàìè íà òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë (òåî-
ðåìó, ëåììó, óòâåðæäåíèå).

Ïîìèìî èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé âåäåòñÿ òåêóùèé êîíòðîëü äîìàøíåé
ðàáîòû ñòóäåíòîâ. Â êîíöå êàæäîãî ïðàêòè÷åñêîãî çàíÿòèÿ ñòóäåíòû ïîëó-
÷àþò äîìàøíèå çàäà÷è. Ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷ ïðîñìàòðèâàþòñÿ ïðåïîäà-
âàòåëåì íà ñëåäóþùåì çàíÿòèè.

Âñå íåîáõîäèìûå ó÷åáíèêè è ó÷åáíûå ïîñîáèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó-
÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî êóðñà è ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðèâåäåíû â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû.
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I. Òåìû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ òåîðèè

1. Óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà. Êðàåâàÿ çàäà÷à è ôóíêöèÿ Ãðèíà (4 ÷àñà) [1,
ãë. 3, � 5, ñ. 90�99.]:

� êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè,

� òåîðåìû î ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è.
Åãîðîâ À.È. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïðèëîæåíè-

ÿìè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2005, ãë. 3, � 5, ñ. 90�99.

2. Êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (2 ÷àñà) [1, ãë. 8, � 4, ñ. 292�298.]:

� êðèòåðèé Ãóðâèöà,
� êðèòåðèé Ìèõàéëîâà.
Åãîðîâ À.È. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïðèëîæåíè-

ÿìè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2005, ãë. 8, � 4, ñ. 292�298.

3. Ñèñòåìû 2-õ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà (2 ÷àñà) [1, ãë. 9,
� 4, ñ. 333�338.]::

� òåîðåìà î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû,
� òåîðåìà î ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû îáûêíî-

âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Åãîðîâ À.È. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïðèëîæåíè-

ÿìè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2005, ãë. 9, � 4, ñ. 333�338.
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II. Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ ïî òåìàì ïðàêòè÷åñêèõ çà-

íÿòèé

II.1. Èçîêëèíû. Ñîñòàâëåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñå-

ìåéñòâà êðèâûõ

Ñ ïîìîùüþ èçîêëèí íà÷åðòèòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèé.

1. y′ = 1− xy. 2. y′ = 2− y. 3. y′ = 2x− y.
4. y′ = sin(y − 2x). 5. y′ = y − x2 + 2x. 6. y′ =

1

x
.

7. y′ = x2 + 2x− y. 8. 2(y + y′) = x+ 3. 9. x2 + y2y′ = 1.
10. (x2 + y2)y′ = 4x. 11. y′ = 3− y. 12. y′ = 2− x.
13. y′ = (y − 1)2. 14. y′ = (y − 1)x. 15. y′ = x2 − y2.
16. y′ = cos(x− 2y). 17. y′ =

x+ y

x− y
. 18. y′ =

y − 2

x
.

19. y′ = y2. 20. y′ = 10x.

Ñîñòàâèòü ÎÄÓ äàííûõ ñåìåéñòâ ëèíèé.

21. x = Cey/x. 22. y −
√
x2 + y2 = C.

23. y ln y + x+ C1y + C2 = 0. 24. (x− C1)
2 + (y − C2)

2 = 1.
25. y = x(C2 + x+ C1 lnx). 26. y = C1x(x− C1) + C2.

27. y = Cx2 +
1

C
. 28. x =

C

y2
− 2

3
y.

29. (x− C)2 + y2 = C2. 30. y2 = Cey
2/x.

31. cos y = Ce−x. 32. y =
C

2
x2 +

1

2C
.

33. x+ y = C(1− xy). 34. C1y
2 − 1 = (C1x+ C2)

2.
35. y = (x+ C)2. 36. y = (x+ C)3.
37. y = tg lnCx. 38. (y − C)2 = x3.
39.
√
y −
√
x = C. 40. x2 + y2 − Cy = 0.

II.2. Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ è ïîñòðîèòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå. Â òåõ çàäà÷àõ, ãäå
óêàçàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, íàéòè ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå èì.
1. (1 + y2)(e2x dx− ey dy) = (1 + y) dy.
2. (y2 + 2xy2)y′ + x2 − 2yx2 = 0.
3. x

√
1− y2 dx+ y

√
1− x2 dy = 0, y(0) = 1.
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4. (y −
√

1 + y2)(1 + x2)3/2y′ = 1 + y2.

5. (1− y)eyy′ + y2

x lnx
= 0.

6. (1− y)2 dy + dx

sin2 x
= 0.

7. (1 + 2x+ x2) dy + (ey + 1) dx = 0.
8. ey+cosx dy + y sinx dx = 0.
9. y cos2 x sinx dx+ y4 dy = 0.
10.

√
1 + y2 dx+ y tg x dy = 0.

11. 2(1− ey) dx+ shx dy = 0.
12. x ch y dx− (1− x2) sh y dy = 0.
13. y′ =

√
x2 − y + 3x.

14. y′ =
√
y − x+ 1.

15. x2y′ − cos 2y = 1, y(+∞) =
9π

4
.

16. (ex+y − 1) dx = dy.
17. 3y2 dx+ (1 + x) dy = 0.
18. y sinx dx+ cosx dy = 0.
19. (1− y) sinx dx+ cos3 x dy = 0.
20. 3y2y′ + 16x = 2xy3, y(x) îãðàíè÷åíî ïðè x→ +∞.

II.3. Ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå çàäà÷è, ðåøàåìûå ñ ïîìîùüþ

ÎÄÓ

1. Íàéòè êðèâûå, ó êîòîðûõ òàíãåíñ óãëà ìåæäó êàñàòåëüíîé è ïîëî-
æèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí îðäèíàòå òî÷êè
êàñàíèÿ.
2. Íàéòè êðèâóþ, óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé êîòîðîé â ëþáîé

òî÷êå ïðîïîðöèîíàëåí àáñöèññå òî÷êè êàñàíèÿ.
3. Íàéòè êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (0,−2), òàêóþ, ÷òî óãëîâîé

êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé â ëþáîé åå òî÷êå ðàâåí îðäèíàòå ýòîé òî÷êè,
óâåëè÷åííîé â òðè ðàçà.
4. Íàéòè êðèâóþ, âñå íîðìàëè êîòîðîé ïðîõîäÿò ÷åðåç ïîñòîÿííóþ òî÷êó.
5. Íàéòè êðèâóþ, îáëàäàþùóþ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî îòðåçîê êàñàòåëüíîé

ê êðèâîé, çàêëþ÷åííîé ìåæäó îñÿìè êîîðäèíàò, äåëèòñÿ â òî÷êå êàñàíèÿ
ïîïîëàì.
6. Íàéòè êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó (0, 1), òàêóþ, ÷òî â êàæäîé

åå òî÷êå òàíãåíñ óãëà êàñàòåëüíîé ê ýòîé êðèâîé ðàâåí óòðîåííîìó ïðîèç-
âåäåíèþ êîîðäèíàò òî÷êè êàñàíèÿ.
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7. Íàéòè êðèâóþ, êàñàòåëüíàÿ ê êîòîðîé îáðàçóåò ñ îñÿìè êîîðäèíàò
òðåóãîëüíèê ïîñòîÿííîé ïëîùàäè ðàâíîé 2a2.
8. Íàéòè êðèâóþ, äëÿ êîòîðîé îòðåçîê êàñàòåëüíîé, çàêëþ÷åííûé ìåæäó

êîîðäèíàòíûìè îñÿìè, èìååò ïîñòîÿííóþ äëèíó a.
9. Íàéòè êðèâóþ, äëÿ êîòîðîé ïðîèçâåäåíèå àáñöèññû êàêîé-íèáóäü òî÷-

êè íà âåëè÷èíó îòðåçêà, îòñåêàåìîãî íîðìàëüþ íà îñè OY, ðàâíî óäâîåííîìó
êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ îò ýòîé òî÷êè äî íà÷àëà êîîðäèíàò.
10. Íàéòè êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è òàêóþ, ÷òî

ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî êàñàòåëüíîé ê êðèâîé â íåêîòîðîé
òî÷êå, îðäèíàòîé ýòîé òî÷êè è îñüþ OX, ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîùàäè êðèâî-
ëèíåéíîé òðàïåöèè, îáðàçîâàííîé êðèâîé, îñüþ OX è îðäèíàòîé ýòîé òî÷êè.
11. Äîïóñêàÿ, ÷òî â âåðòèêàëüíîì âîçäóøíîì ñòîëáå äàâëåíèå íà êàæ-

äîì óðîâíå îáóñëîâëåíî äàâëåíèåì âûøåëåæàùèõ ñëîåâ, íàéòè çàâèñèìîñòü
äàâëåíèÿ p îò âûñîòû h, åñëè èçâåñòíî, ÷òî íà óðîâíå ìîðÿ (h = 0) ýòî äàâ-
ëåíèå ðàâíî 9,81 · 104 Ïà, à íà âûñîòå 500 ì� 9,016 · 104 Ïà.
12. Êîðàáëü çàìåäëÿåò ñâîå äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñîïðîòèâëå-

íèÿ âîäû, êîòîðîå ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè êîðàáëÿ. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü
êîðàáëÿ 10 ì/ñ, ñêîðîñòü åãî ÷åðåç 3 ñ ñòàíåò 9 ì/ñ. Êîãäà ñêîðîñòü óìåíü-
øèòñÿ äî 1 ì/ñ?
13.Èç ýêñïåðèìåíòà èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ áàòåðèé ïðè äî-

ñòàòî÷íîì çàïàñå ïèùè ïðîïîðöèîíàëüíà èõ êîëè÷åñòâó. Îïðåäåëèòü âðåìÿ
çà êîòîðîå êîëè÷åñòâî áàêòåðèé óâåëè÷èòñÿ â 10 ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ íà÷àëü-
íûì èõ êîëè÷åñòâîì.
14. Â ñîñóä, ñîäåðæàùèé 40 ë âîäû, íåïðåðûâíî ñî ñêîðîñòüþ 10 ë â ìè-

íóòó ïîñòóïàåò ðàñòâîð, â êàæäîì ëèòðå êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ 0,5 êã ñîëè.
Â ñîñóäå ðàñòâîð ïåðåìåøèâàåòñÿ, è ñìåñü âûòåêàåò èç ñîñóäà ñ òîé æå ñêî-
ðîñòüþ. Îïðåäåëèòü, ñêîëüêî ñîëè áóäåò â ñîñóäå ÷åðåç 4 ìèí.
15. Ïîãëîùåíèå ñâåòîâîãî ïîòîêà òîíêèì ñëîåì âîäû ïðîïîðöèîíàëüíî

òîëùèíå ñëîÿ è ïîòîêó, ïàäàþùåìó íà åãî ïîâåðõíîñòü. Ïðè ïðîõîæäåíèè
÷åðåç ñëîé òîëùèíîé 1 ì ïîãëîùàåòñÿ 1/4 ïåðâîíà÷àëüíîãî ñâåòîâîãî ïî-
òîêà. Îïðåäåëèòü òó ÷àñòü ñâåòîâîãî ïîòîêà, êîòîðàÿ äîéäåò äî ãëóáèíû
h = 5.
16. Â ðåçóëüòàòå õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ìåæäó âåùåñòâàìè A è B îáðàçóåò-

ñÿ âåùåñòâî C. Óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà âåùåñòâà Ñ îò âðåìåíè,
åñëè â ìîìåíò âñòóïëåíèÿ â ðåàêöèþ êîëè÷åñòâà âåùåñòâ A è Â áûëè ðàâ-
íû ñîîòâåòñòâåííî a è b. Ñêîðîñòü ðåàêöèè ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîèçâåäåíèþ
ðåàãèðóþùèõ ìàññ.
17. Îïðåäåëèòü ïóòü S, ïðîéäåííûé òåëîì çà âðåìÿ t, åñëè åãî ñêîðîñòü

ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîõîäèìîìó ïóòè è åñëè òåëî ïðîõîäèò 200 ì çà 15 ñåêóíä
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è 300 ì çà 20 ñåêóíä.
18. Äëÿ îñòàíîâêè ðå÷íûõ ñóäîâ ó ïðèñòàíè ñ íèõ áðîñàþò êàíàò, êîòî-

ðûé íàìàòûâàþò íà ñòîëá, ñòîÿùèé íà ïðèñòàíè. Êàêàÿ ñèëà áóäåò òîðìî-
çèòü ñóäíî, åñëè êàíàò äåëàåò òðè âèòêà âîêðóã ñòîëáà, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
êàíàòà î ñòîëá ðàâåí 1/3, è ðàáî÷èé íà ïðèñòàíè òÿíåò çà ñâîáîäíûé êîíåö
êàíàòà ñ ñèëîé 20 êÃ?
19. Ìàññà ðàêåòû ñ ïîëíûì çàïàñîì òîïëèâà ðàâíà M , áåç òîïëèâà m,

ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ïðîäóêòîâ ãîðåíèÿ èç ðàêåòû ðàâíà n, íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü ðàêåòû ðàâíà íóëþ. Íàéòè ñêîðîñòü ðàêåòû ïîñëå ñãîðàíèÿ òîïëèâà,
ïðåíåáðåãàÿ ñèëîé òÿæåñòè è ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà (ôîðìóëà Öèîëêîâ-
ñêîãî).
20. Âåòåð, ïðîõîäÿ ÷åðåç ëåñ è èñïûòûâàÿ ñîïðîòèâëåíèå äåðåâüåâ, òå-

ðÿåò ñêîðîñòü. Íà áåñêîíå÷íî ìàëîì ïóòè ýòà ïîòåðÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêî-
ðîñòè âåòðà â íà÷àëå ýòîãî ïóòè è åãî äëèíå. Íàéòè ñêîðîñòü âåòðà, ïðî-
øåäøåãî â ëåñó 150 ì, çíàÿ, ÷òî íà÷àëüíàÿ åãî ñêîðîñòü áûëà 12 ì/ñ; ïîñëå
ïðîõîæäåíèÿ â ëåñó ïóòè s = 1 ì ñêîðîñòü óìåíüøèëàñü äî 11,8 ì/ñ.

II.4. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ.
1. (x2 + 2xy) dx+ (x2 − y2) dy = 0.
2. (ay − bx) dx− (cx+ dy) dy = 0, a, b, c, d > 0� const.
3. (x2 − y2) dx+ 2xy dy = 0.
4. x dy = (ax+ by) dx, a, b > 0� const.
5. x− 2y − 1 + y′(3x− 6y + 2) = 0.
6. x− y + 3 + y′(3x+ y + 1) = 0.
7. 2x dy = (x+ 3y) dx.
8. −x dy = (x+ 2y) dx.
9. (x+ y) dy = (y − x) dx.
10. x dy = (2x+ y) dx.
11. (x− 2y) dy = (x− y) dx.
12. 4x2 − xy + y2 + y′(x2 − xy + 4y2) = 0.
13. 4x2 + xy − 3y2 + y′(−5x2 + 2xy + y2) = 0.
14. (3x2 − y2)y′ = 2xy.
15. 2xy′(x2 + y2) = y(y2 + 2x2).
16. xy′ =

√
y2 − x2.

17. 3x+ y − 2 + y′(x− 1) = 0.
18. 2x+ 2y − 1 + y′(x+ y − 2) = 0.
19. 3y − 7x+ 7− y′(3x− 7y − 3) = 0.
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20. 2x− 4y + y′(x+ y − 3) = 0.

II.5. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, è, ãäå óêàçàíî, íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óêàçàííûì óñëîâèÿì.
1. y′ − 2xy = cosx− 2x sinx, y îãðàíè÷åíî ïðè x→∞.
2. x3y′ + 3x2y = 2.
3. y′ − 2xy = 1.
4. xy′ = x+ 2y.
5. 2
√
xy′ − y = − sin

√
x− cos

√
x, y îãðàíè÷åíî ïðè x→ +∞.

6. y′ + 2xy = 2xe−x
2

.
7. xy′ − y = −x2.
8. xy′ = y + x2 sinx.
9. y′ − y ln 2 = 2sinx(cosx− 1) ln 2, y îãðàíè÷åíî ïðè x→ +∞.
10. y′(2y ln y + y − x) = y.
11. x(x− 1)y′ + y = x2(2x− 1).
12. y′ − y tg x = secx.
13. 2x2y′ − xy = 2x cosx− 3 sinx, y → 0 ïðè x→ +∞.
14. 2xy′ = 2x+ y.
15. xy′ = x− y.
16. xy′ = x+ y.
17. (x cos y + sin 2y)y′ = 1.
18. y′ − y sinx = sinx cosx.
19. (x+ 1)y′ = 2y + (x+ 1)4.
20. y′ sinx− y cosx = − sin2 x/x2, y → 0 ïðè x→∞.

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè.
21. y′ + y(x+ 1/2)/(x2 + x+ 1) = (1− x2)y2/(x2 + x+ 1)3/2.
22. 3y′ + y(x2 + 1)/x(x2 − 1) = x(3x2 − 1)/y2(x2 − 1).
23. (1 + x2)y′ = xy + x2y2.
24. y′ + y/(x+ 1) = −(x+ 1)3y3/2.
25. y′ + 4x3y3 + 2xy = 0.
26. xy′ + xy2 = y.
27. xy′ − y2 lnx+ y = 0.
28. yy′ + y2 + 4x(x+ 1) = 0.
29. y′ + 4xy = 2xe−x

2√
y.

30. y′ = y(y3 cosx+ tg x).

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè.
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31. y′ + y2 = x−4. 32. y′ = y2 − xy − x.
33. y′ = y2 + x−4/3. 34. y′ = −y2 + x−8/3.
35. y′ = y2 + x−8/5. 36. y′ + 2y(y − x) = 1.
37. y′ + 4y(y − x) = 1. 38. y′ + y2 = 2x−2.
39. y′ − 2xy + y2 = 5− x2. 40. xy′ = y2 − (2x+ 1)y + x2 + 2x.

II.6. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

Óêàçàòü êàêîé-íèáóäü îòðåçîê, íà êîòîðîì ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ñ äàííû-
ìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
1. y′ = x+ 2y3, y(−1) = 1.
2. y′ = x− 2y3, y(1) = 5.
3. y′ = y2 sinx, y(0) = 3.
4. y′ = 5x− 6y2, y(1) = 0.
5. y′ = 2xy + 4y3 − 3, y(2) = 0.
6. y′ = tg x− y2, y(0) = 1.
7. y′ = sin(xy) + y3, y(0) = 0.
8. y′ = (y/x)2, y(1) = 1.
9. y′ = arctg y − 2x, y(0) = 0.
10. y′ = 5y − cosx2y, y(0) = 1.
11. y′ = 4x2y + 2 + y2, y(0) = 0.
12. y′ = 3xy + 5 + 6x2y, y(0) = 0.
13. y′ = 3x sin y + 5x+ 6y, y(0) = 0.
14. y′ = 3y sinx+ 2− 6xy, y(0) = 0.
15. y′ = 15x+ y2, y(0) = 0.
16. y′ = 4x− x−3 + y2, y(2) = 0.
17. y′ = x+ 14− 4y2, y(0) = 5.
18. y′ = cosx+ 2 sin y3, y(0) = 0.
19. y′ = arctg x+ y3, y(0) = 1.
20. y′ = 5x+ 6y + 2xy, y(1) = 2.

II.7. Óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Èíòåãðèðóþùèé ìíî-

æèòåëü

Ïðîâåðèòü, ÷òî äàííûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè â ïîëíûõ äèô-
ôåðåíöèàëàõ, è ðåøèòü èõ.

1.
1

y
dx− x

y2
dy = 0.

2.
x dy − y dx
x2 + y2

= 0.
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3. (2x− y + 1) dx+ (2y − x− 1) dy = 0.

4. x dx+ y dy +
y dx− x dy
x2 + y2

= 0.

5.
x dx+ y dy√
1 + x2 + y2

+
x dy − y dx
x2 + y2

= 0.

6.

(
x√

x2 − y2
− 1

)
dx− y dy√

x2 − y2
= 0.

7.
2x(1− ey)
(1 + x2)2

dx+
ey

1 + x2
dy = 0.

8.
2x

y3
dx+

y2 − 3x2

x4
dy = 0.

9.
(
1 + ex/y

)
dx+ ex/y

(
1− x

y

)
dy = 0.

10.
(x+ 2y) dx+ y dy

(x+ y)2
= 0.

11. (sin(xy) + xy cos(xy)) dx+ x2 cos(xy) dy = 0.
12. 2xy dx+ (x2 − y2) dy = 0.
13. (2− 9xy2)x dx+ (4y2 − 6x3)y dy = 0.
14. e−y dx− (2y + xe−y) dy = 0.

15.
y

x
dx+ (y3 + lnx) dy = 0.

16.
3x2 + y2

y2
dx− 2x3 + 5y

y3
dy = 0.

17. 2x
(
1 +

√
x2 − y

)
dx−

√
x2 − y dy = 0.

18. (1 + y2 sin 2x) dx− 2y cos2 x dy = 0.

19. 3x2(1 + ln y) dx =

(
2y − x3

y

)
dy.

20.

(
x

sin y
+ 2

)
dx+

(x2 + 1) cos y

cos 2y − 1
dy = 0.

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, íàéäÿ êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì èíòåãðèðóþùèé ìíîæè-
òåëü èëè ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííûõ.
21. (x2 + y2 + x) dx+ y dy = 0.
22. (x2 + y2 + y) dx− x dy = 0.
23. y dy = (x dy + y dx)

√
1 + y2.

24. xy2(xy′ + y) = 1.
25. y2 dx− (xy + x3) dy = 0.

26.

(
y − 1

x

)
dx+

dy

y
= 0.

27. (x2 + 3 ln y)y dx+ x dy = 0.
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28. y2 dx+ (xy + tg xy) dy = 0.
29. y(x+ y) dx+ (xy + 1) dy = 0.
30. y(y2 + 1) dx+ x(y2 − x+ 1) dy = 0.
31. (x2 + 2x+ y) dx = (x− 3x2y) dy.

32. y dx− x dy = 2x3 tg
y

x
dx.

33. y2 dx+ (ex − y) dy = 0.
34. xy dx = (y3 + x2y + x2) dy.
35. x2y(y dx+ x dy) = 2y dx+ x dy.
36. (x2 − y2 + y) dx+ x(2y − 1) dy = 0.
37. (2x2y2 + y) dx+ (x3y − x) dy = 0.
38. (2x2y3 − 1)y dx+ (4x2y3 − 1)x dy = 0.
39. y(x+ y2) dx+ x2(y − 1) dy = 0.
40. (x2 − sin2 y) dx+ x sin 2y dy = 0.

II.8. Óðàâíåíèÿ, íå ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ ìåòîäîì ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà.

1. y + y′2 exp y′ = 0. 2. y′ = e2y
′/y.

3. x+ ln y′ + sin y′ = 0. 4. y′ cos y′ − sin y′ = y.

5. x = y′3 + 2y′. 6. x(y′2 − 1) + 2y′ = 0.

7. x+ y′
√
y′2 + 1 = 0. 8. y′(2x− ln y′) = 1.

9. y = y′2 − 4y′3. 10. y + ln(1 + y′2) = 0.
11. (y′ + 1)3 = (y′ + y)2. 12. y + (y′ − 1)ey

′
= 0.

13. y′4 + y′2 = y2. 14. y′2 + y′3 = y2.

15. y′4 + 2yy′ + y2 = 0. 16. y′2 − 2xy′ = x2 − 4y.
17. x+ ln y′ − 2 sin y′ = 0. 18. y′ cos y′ − sin y′ = 2y.

19. x = y′4 + 5y′. 20. x(y′2 − 1)− 4y′ = 0.

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà è Êëåðî.

21. 2y′2 + 4xy′ − 4y = 0. 22. y = xy′ + 3
√
1 + y′2.

23. y = xy′ + 5(y′)−2. 24. xy′2 − yy′ = 2y′ − 4.

25. x = y(y′)−1 − 2(y′)−2. 26. y = xy′ + 3y′2.

27. y + xy′ = −4
√
y′. 28. y = 2xy′ + 8y′3.

29. y′4 = 4(xy′ − y). 30. y = xy′2 + 6y′3.
31. xy′ − y + ln y′ = 0. 32. xy′(y′ − 3) = y.

33. 2y′2(y − xy′) + 1 = 0. 34. 2xy′ − y = 2 ln y′.

35. x = y(y′)−1 + 4(y′)−2. 36. y = xy′ + 5y′2.

37. y + xy′ = 5
√
y′. 38. y = 2xy′ − 2y′3.
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39. y′5 = 5(xy′ − y). 40. y = xy′2 − 12y′3.

II.9. Îñîáûå ðåøåíèÿ

Íàéòè îñîáûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (åñëè îíè ñóùåñòâóþò).

1. y′3 − 3y = 0. 2. y′2 − x3y′ + 2x2y = 0.

3. 2y(y′ + 1)− xy′2 = 0. 4. 4y′2(1− 3y)2 = 1− 2y.

5. 3xy = 2x2y′ − 4y′2. 6. y′3 = 2y(xy′ − 2y).

7. 2y2y′ = (xy′ + y)2. 8. y = 2y′
2 − xy′ + x2

4
.

9. 2y′2 − 2xy′ + x2 − y = 0. 10. y′2 − 2y = 0.

11. (xy′ + y)2 + x5(xy′ − 2y) = 0. 12. 4y′2 + x2 = 8yy′.

13. 2y(y′ − 1) = xy′2. 14. 3xy = 2x2y′ + 4y′2.

15. y′3 + 2y(xy′ − 2y) = 0. 16. 2y2y′ + (xy′ + y)2 = 0.

17. (xy′ + y)2 = x5(xy′ − 2y). 18. 4y′2 + 8yy′ + x2 = 0.

19. y′4 + 4y = 0. 20. 16y2y′2 + 4y2 + 1 = 0.

II.10. Óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþùèå ïîíèæåíèå ïîðÿäêà

Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ.

1. yy′′ + y = y′2. 2. xy′′ = y′ + x(y′2 + x2).

3. xy′′ = y′ + x sin
y′

x
. 4. y′′′y′2 = y′′3.

5. yy′′ − 2yy′ ln y = y′2. 6. (y′ + 2y)y′′ = y′2.

7. y′′2 − 2y′′y′ + 3 = 0. 8. (1− x2)y′′ + xy′ = 2.

9. y′2 = (3y − 2y′)y′′. 10. y′′(2y′ + x) = 1.

11. y4 − y3y′′ = 1. 12. 2y′(y′′ + 2) = xy′′2.

13. 3y′′ = y−5/3. 14. yy′′ − y′2 = y2y′.

15. y′′2 − y′2 − 1 = 0. 16. xy′′′ = y′′ − xy′′.
17. y′′ + y′2 = 2e−y. 18. y′′2 − 5y′ + 6 = 0.

19. (1 + x2)y′′ + y′2 + 1 = 0. 20. 2yy′′ = y2 + y′2.

Ïîíèçèòü ïîðÿäîê óðàâíåíèé, ïîëüçóÿñü èõ îäíîðîäíîñòüþ, è ðåøèòü èõ.
21. x4(y′2 − 2yy′′) = 4x3yy′ + 1.
22. x2yy′′ = (y − xy′)2.
23. xyy′′ − xy′2 − yy′ − bxy′2/

√
a2 − x2 = 0.

24. x2(yy′′ − y′2) + xyy′ = y
√
x2y′2 + y2.

25. y2y′′′ − 3yy′y′′ + 2y′3 +
y

x
(yy′′ − y′2) = y3

x2
.

15



26. xy′(yy′′ − y′2)− yy′2 = x4y3.

27. y′′ + 2
y′

x
=
y′2

y
.

28. 2y(xy′′ − y′) = xy′2(1− x).
29. xyy′′ = 4y′(y − y′).
30. xyy′′ − xy′2 = yy′.
31. x2y′′ = y − xy′.

32. y′′ +
y′

x
+

y

x2
=
y′2

y
.

33. xyy′′ + yy′ − x2y′2 = 0.
34. yy′y′′′ + 2y′2y′′ = 3yy′′2.
35. x3y′′ = (y − xy′)(y − xy′ − x).

36.
y2

x2
+ y′

2
= 3xy′′ +

2yy′

x
.

37. y′′ =

(
2xy − 5

x

)
y′ + 4y2 − 4y

x2
.

38. x2(yy′′ − y′2) + xyy′ = (2xy′ − 3y)
√
x3.

39. Íàéòè èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ óðàâíåíèÿ yy′y′′ = y′3 + y′′2, êàñàþùó-
þñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ïðÿìîé x+ y = 0.
40. Íàéòè èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ óðàâíåíèÿ yy′′+y′2−1 = 0, ïðîõîäÿùóþ

÷åðåç òî÷êó (0,1) è êàñàþùóþñÿ â ýòîé òî÷êå ïðÿìîé x+ y = 1.

II.11. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðåøèòü ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ.

1. y′′ + y′ − 2y = 0. 2. y′′ + 4y′ + 3y = 0.
3. y′′ − 2y′ = 0. 4. y′′ − 4y′ + 5y = 0.
5. y′′ + 2y′ + 10y = 0. 6. y′′ − 2y′ + y = 0.
7. 4y′′ + 4y′ + y = 0. 8. y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0.
9. y′′′ − y′′ − y′ + y = 0. 10. y′′′ − 3y′′ + 2y′ = 0.

Ïîñòðîèòü ëèíåéíûå îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòî-
ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (âîçìîæíî áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà), èìåþùèå äàí-
íûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ.

11. y1 = x2ex. 12. y1 = e2x cosx.
13. y1 = x sinx. 14. y1 = xex, y2 = e−x.
15. y1 = x, y2 = sinx.
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Äëÿ êàæäîãî èç äàííûõ óðàâíåíèé íàïèñàòü åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå ñ
íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè (÷èñëîâûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ íå
íàõîäèòü).
16. y′′ − 8y′ + 20y = 5xe4x sin 2x.
17. y′′ + 7y′ + 10y = xe−2x cos 5x.
18. y′′′ + y′ = sinx+ x cosx.
19. y′′′ − 2y′′ + 4y′ − 8y = e2x sin 2x+ 2x2.
20. y′′ − 6y′ + 13y = x2e3x − 3 cos 2x.

Ðåøèòü ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ.

21. y′′ − 2y′ − 3y = e4x. 22. y′′ + y = 4xex.
23. y′′ + y′ − 2y = 3xex. 24. y′′ − 3y′ + 2y = sinx.
25. y′′ + 3y′ − 4y = e−4x + xe−x. 26. y′′ + 2y′ − 3y = x2ex.
27. y′′ − 4y′ + 8y = e2x + sin 2x. 28. y′′ − 2y′ + y = 6xex.
29. y′′ + y = x sinx. 30. y′′ − 5y′ = 3x2 + sin 5x.

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ ñïîñîáîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ.

31. y′′ − 2y′ + y =
ex

x
. 32. y′′ + 3y′ + 2y =

1

ex + 1
.

33. y′′ + y =
1

sinx
. 34. y′′ + 4y = 2 tg x.

35. y′′ + 2y′ + y = 3e−x
√
x+ 1.

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.

36. x2y′′ − xy′ + y = 8x3. 37. x2y′′ + xy′ + 4y = 10x.
38. x2y′′ − 3xy′ + 5y = 3x2. 39. x2y′′ − 6y = 5x3 + 8x2.
40. x2y′′ − 2y = sin ln x.

II.12. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Â êàæäîé èõ çàäà÷ ñîñòàâèòü ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå (âîçìîæíî ìåíüøåãî ïîðÿäêà), èìåþùåå äàííûå ÷àñòíûå ðåøå-
íèÿ.

1. 1, x, x2. 2. shx, chx.
3. x, e2x. 4. sinx2, cosx2.

5. x, e
x2

2 . 6. arccos xπ , arcsin
x
π .

7. π, arccosx, arcsinx. 8. 4, sin2 x, cos 2x.
9. x, 2x, x2. 10. ex, xex, x2ex.
11. sinx, cosx, sin 2x. 12. e2x, sinx, cosx.
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13. 2x, x− 2, ex + 1. 14. 1, sinx, cosx.
15. 2, cosx, cos 2x. 16. 5, arctg x, arcctg x.
17. x, lnx. 18. 1/x, x2.
19. x2 sinx, cos 2x. 20. 1/x, e1/x.

Íàéòè îáùèå ðåøåíèÿ äàííûõ óðàâíåíèé, çíàÿ èõ ÷àñòíûå ðåøåíèÿ.
Â òåõ çàäà÷àõ, ãäå ÷àñòíîå ðåøåíèå íå äàíî, íàéòè åãî ïóòåì ïîäáîðà, íà-
ïðèìåð, â âèäå ïîëèíîìà èëè ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè eax.
21. (3x3 − x)y′′ − 2y′ − 6xy = 0.
22. x(x+ 2)y′′ − 2(x+ 1)y′ + 2y = 0.
23. y′′ + xy′ − y = 0.
24. y′′ + 2xy′ − 2y = 0.
25. (cosx− sinx)y′′ + 2 sinx · y′ − (sinx+ cosx)y = 0.
26. xy′′ − y′ − 4x3y = 0; y1 = ex

2

.
27. x(1− x lnx)y′′ + (1 + x2 lnx)y′ − (x+ 1)y = 0.
28. 4xy′′ + 2y′ + y = 0; y1 = sin

√
x.

29. (1− x)y′′ + xy′ − y = 0.
30. 4(x2 + x)y′′ + 2(2x+ 1)y′ − y = 0; y1 =

√
x.

31. cos2 x · y′′ − sinx cosx · y′ − y = 0; y1 = secx.

32. sinx · y′′ + 2 cosx · y′ − sinx · y = 0; y1 =
x

sinx
.

33. 2x2(2− lnx)y′′ + x(4− lnx)y′ − y = 0; y1 = lnx.
34. (cosx+ sinx)y′′ − 2 cosx · y′ + (cosx− sinx)y = 0; y1 = cosx.
35. x3(lnx− 1)y′′ − x2y′ + xy = 0.
36. (x2 − 2x)y′′ + (2− x2)y′ − 2(1− x)y = 0.
37. (1− x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 0.
38. y′′ − y′ + ye2x = 0; y1 = sin ex.
39. x(x− 1)y′′ − (2x− 1)y′ + 2y = 0.
40. (3x3 + x)y′′ + 2y′ − 6x = 0.

Íàéòè îáùèå ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, åñëè èçâåñòíû
ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîðîäíûõ óðàâíå-
íèé.
41. (x− 1)y′′ − xy′ + y = (x− 1)2; y1 = ex, y2 = x.
42. y′′ ctg x+ 2y′ + (2 tg x+ ctg x)y = cos2 x; y1 = cosx, y2 = x cosx.

43. xy′′ + 2y′ + xy = x; y1 =
cosx

x
, y2 =

sinx

x
.

44. (x− 1)y′′ − xy′ + y = (x− 1)2ex; y1 = ex, y2 = x.
45. y′′ + y′ + e−2xy = e−3x; y1 = cos e−x, y2 = sin e−x.

46. (x4 − x3)y′′ + (2x3 − 2x2 − x)y′ − y =
(x− 1)2

x
; y1 =

1

x
, y2 = e1/x.

47. (2x+ 1)y′′ + 4xy′ − 4y = 1− 4x2; y1 = x, y2 = e−2x.
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48. (ex + 1)y′′ − 2y′ − exy = e2x; y1 = ex − 1, y2 =
1

ex + 1
.

49. y′′ − 2(1 + tg2 x)y = cosx; y1 = tg x, y2 = 1 + x tg x.

50. x2(x+ 1)y′′ − 2y =
x

x+ 1
; y1 = 1 +

1

x
, y2 =

x

2
+ 1− x+ 1

x
ln(x+ 1).

51. 2x(x+ 2)y′′ + (2− x)y′ + y =
√
x(x+ 2)2; y1 =

√
x, y2 = x− 2.

52. (x2 + 1)y′′ − 2y = x; y1 = x2 + 1, y2 = x+ (x2 + 1) arctg x.
53. x(x2 + 6)y′′ − 4(x2 + 3)y′ + 6xy = (x2 + 6)2; y1 = x2 + 2, y2 = x3.
54. x(x+ 4)y′′ − (2x+ 4)y′ + 2y = (x+ 4)2; y1 = x+ 2, y2 = x2.

55. x(2x+ 1)y′′ + 2(x+ 1)y′ − 2y = 1; y1 = x+ 1, y2 =
1

x
.

56. xy′′ − (2x+ 1)y′ + 2y = x2; y1 = 2x+ 1, y2 = e2x.
57. xy′′ − (x+ 1)y′ − 2(x− 1)y = x2; y1 = e2x, y2 = (3x+ 1)e−x.
58. x2 lnxy′′ − xy′ + y = x ln2 x; y1 = x, y2 = lnx+ 1.
59. x(x− 1)y′′ − xy′ + y = (x− 1)2; y1 = x, y2 = x lnx+ 1.
60. xy′′ − (2x+ 1)y′ + (x+ 1)y = ex; y1 = x2ex, y2 = ex.

II.13. Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðåøèòü ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ñèñòåìû (äëÿ îáëåã÷åíèÿ ðàáîòû â íåêî-
òîðûõ çàäà÷àõ óêàçàíû êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ).

1.

{
ẋ = 2x+ y,

ẏ = 3x+ 4y.
2.

{
ẋ = x− y,
ẏ = y − 4x.

3.

{
ẋ+ x− 8y = 0,

ẏ − x− y = 0.
4.

{
ẋ = x+ y,

ẏ = 3y − 2x.

5.

{
ẋ = x− 3y,

ẏ = 3x+ y.
6.

{
ẋ+ x+ 5y = 0,

ẏ − x− y = 0.

7.

{
ẋ = 2x+ y,

ẏ = 4y − x.
8.

{
ẋ = 3x− y,
ẏ = 4x− y.

9.

{
ẋ = 2y − 3x,

ẏ = y − 2x.
10.

{
ẋ− 5x− 3y = 0,

ẏ + 3x+ y = 0.

11.


ẋ = x+ z − y,
ẏ = x+ y − z,
ż = 2x− y

(λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = −1).

12.


ẋ = x− 2y − z,
ẏ = y − x+ z,

ż = x− z
(λ1 = 0, λ2 = 2, λ3 = −1).
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13.


ẋ = 2x− y + z,

ẏ = x+ 2y − z,
ż = x− y + 2z

(λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3).

14.


ẋ = 3x− y + z,

ẏ = x+ y + z,

ż = 4x− y + 4z

(λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 5).

15.


ẋ = 4y − 2z − 3x,

ẏ = z + x,

ż = 6x− 6y + 5z

(λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = −1).

16.


ẋ = x− y − z,
ẏ = x+ y,

ż = 3x+ z

(λ1 = 1, λ2,3 = 1± 2i).

17.


ẋ = 2x+ y,

ẏ = x+ 3y − z,
ż = 2y + 3z − x

(λ1 = 2, λ2,3 = 3± i).

18.


ẋ = 2x+ 2z − y,
ẏ = x+ 2z,

ż = y − 2x− z
(λ1 = 1, λ2,3 = ±i).

19.


ẋ = 4x− y − z,
ẏ = x+ 2y − z,
ż = x− y + 2z

(λ1 = 2, λ2λ3 = 3).

20.


ẋ = 2x− y − z,
ẏ = 3x− 2y − 3z,

ż = 2z − x+ y

(λ1 = 0, λ2 = λ3 = 1).

21.


ẋ = y − 2x− 2z,

ẏ = x− 2y + 2z,

ż = 3x− 3y + 5z

(λ1 = 3, λ2 = λ3 = −1).

22.


ẋ = 3x− 2y − z,
ẏ = 3x− 4y − 3z,

ż = 2x− 4y

(λ1 = λ2 = 2, λ3 = −5).
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23.


ẋ = x− y + z,

ẏ = x+ y − z,
ż = 2z − y

(λ1 = λ2 = 1, λ3 = 2).

24.


ẋ = y − 2z − x,
ẏ = 4x+ y,

ż = 2x+ y − z
(λ1 = 1, λ2 = λ3 = −1).

25.


ẋ = 2x+ y,

ẏ = 2y + 4z,

ż = x− z
(λ1 = λ2 = 0, λ3 = 3).

Ðåøèòü ñèñòåìû, çàïèñàííûå â âåêòîðíîé ôîðìå: ẋ = Ax, ãäå x� âåêòîð,
A�äàííàÿ ìàòðèöà.

26. ẋ = Ax, A =

(
3 0
0 3

)
. 27. ẋ = Ax, A =

(
1 1
2 0

)
.

28. ẋ = Ax, A =

(
1 −2
2 −3

)
. 29. ẋ = Ax, A =

(
3 −2
4 −1

)
.

30. ẋ = Ax, A =

2 −1 −1
1 0 −1
3 −1 −2

. 31. ẋ = Ax, A =

1 −2 2
1 4 −2
1 5 −3

.
32. ẋ = Ax, A =

−1 −2 2
−2 −1 2
−3 −2 3

. 33. ẋ = Ax, A =

−3 2 2
−3 −1 1
−1 2 0

.
34. ẋ = Ax, A =

 3 −3 1
3 −2 2
−1 2 0

. 35. ẋ = Ax, A =

 2 1 −1
−1 0 1
1 1 0

.
36. ẋ = Ax, A =

0 1 1
1 0 1
2 2 1

. 37. ẋ = Ax, A =

 0 1 1
1 1 0
−1 0 1

.
38. ẋ = Ax, A =

−2 1 2
−1 0 2
−2 0 3

. 39. ẋ = Ax, A =

0 1 −1
1 0 −1
2 2 −3

.
40. ẋ = Ax, A =

4 2 −2
1 3 −1
3 3 −1

.
Ðåøèòü ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû.

41.

{
ẋ = y + 2et,

ẏ = x+ t2.
42.

{
ẋ = y − 5 cos t,

ẏ = 2x+ y.
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43.

{
ẋ = 3x+ 2y + 4e5t,

ẏ = x+ 2y.
44.

{
ẋ = 2x− 4y + 4e−2t,

ẏ = 2x− 2y.

45.

{
ẋ = 4x+ y − e2t,
ẏ = y − 2x.

46.

{
ẋ = 2y − x+ 1,

ẏ = 3y − 2x.

47.

{
ẋ = 5x− 3y + 2e3t,

ẏ = x+ y + 5e−t.
48.

{
ẋ = 2x+ y + et,

ẏ = −2x+ 2t.

49.

{
ẋ = x+ 2y,

ẏ = x− 5 sin t.
50.

{
ẋ = 2x− 4y,

ẏ = x− 3y + 3et.

51.

{
ẋ = 2x− y,
ẏ = y − 2x+ 18t.

52.

{
ẋ = x+ 2y + 16tet,

ẏ = 2x− 2y.

53.

{
ẋ = 2x+ 4y − 8,

ẏ = 3x+ 6y.
54.

{
ẋ = 2x− 3y,

ẏ = x− 2y + 2 sin t.

55.

{
ẋ = x− y + 2 sin t,

ẏ = 2x− y.

Ðåøèòü ñèñòåìû ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ.

56.

{
ẋ = y + tg2 t− 1,

ẏ = −x+ tg t.
57.

ẋ = 2y − x,

ẏ = 4y − 3x+
e3t

e2t + 1
.

58.


ẋ = −4x− 2y +

2

et − 1
,

ẏ = 6x+ 3y − 2

et − 1
.

59.

ẋ = x− y + 1

cos t
,

ẏ = 2x− y.

60.

{
ẋ = 3x− 2y,

ẏ = 2x− y + 15et
√
t.

II.14. Óñòîé÷èâîñòü

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ
ëè óñòîé÷èâûì íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îáùåå ðåøåíèå
ýòîé ñèñòåìû èìååò óêàçàííûé âèä.
1. x = C1 cos

2 t+ C2e
−t, y = C1t

4e−t + 3C2.

2. x =
C1 + C2t

1 + t2
, y = (C1t

3 + 2C2)e
−t.

3. x = (2C1 + C2t)e
−t, y =

3C1
3
√
t

ln(t2 + 2)
+ C2.

4. x = C1t cos
3 t+ C2e

−2t, y = (C1t+ 2C2)e
−2t.
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5. x = −2C1t cos
3 t+ C2e

−5t, y = C1t
4e−t + 3C2.

6. x = (C1t
3 + 2C2)e

−t, y =
C1t+ C2

1 + t4
.

7. x = C1 + C2
t

1 + t2
, y = C1t

4e−t + 3C2.

8. x = C1t
4e−t + 3C2, y = C1 + C2

t

1 + t2
.

9. x = C1e
−2t + C2, y = C1t+ C2

t

1 + t6
.

10. x = C1t+ C2
t

1 + t2
, y = C1 cos t+ C2.

11. x = C1 cos
2 t− C2e

−t, y = C1e
−t + 3C2.

12. x =
C1t

3 + C2t

1 + t2
, y = (C1t

3 + 2C2)e
−2t.

13. x = (C1 − C2t)e
−t, y =

C1t

ln(t2 + 5)
+ C2.

14. x = C1t cos
3 t+ C2e

−3t, y = (C1t− 3C2)e
−t.

15. x = −C1t sin
3 t+ C2e

−5t, y = C1t
4e−t + C2.

16. x = C1t
3 − C2, y =

C1t+ C2t
2

1 + t4
.

17. x = C1 − C2
1

1 + t2
, y = C1t

4e−2t + 3C2.

18. x = C1t
2e−t + C2, y = C1 arctg t+ C2

t

1 + t2
.

19. x = C1e
−3t − C2, y = C1 + C2

t4

1 + t6
.

20. x = C1 arctg t+ C2
t

1 + t2
, y = C1 cos t− C2.

Äëÿ äàííûõ ñèñòåì íàéòè âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è èññëåäîâàòü èõ
íà óñòîé÷èâîñòü.

21.

{
ẋ = y − 1− x2 − x,
ẏ = 3x− x2 − y + 1.

22.

{
ẋ = y(x− 1),

ẏ = xy + x− 2.

23.

{
ẋ = 3−

√
−4 + x2 + y,

ẏ = ln(x2 − 3).
24.

{
ẋ = xy,

ẏ = xy + x+ y − 1.

25.

{
ẋ = y,

ẏ = cos(x+ y).
26.

{
ẋ = ln(−x− 1 + y2),

ẏ = x− y.

27.

{
ẋ = x(y − 1),

ẏ = xy + y − 2.
28.

{
ẋ = ln(3 + y + sinx),

ẏ = 2 + 3
√
3 sinx− 8.

29.

{
ẋ = 3−

√
1 + x2 + y,

ẏ = ln(x2 − 3).
30.

{
ẋ = e−x − ey,

ẏ =
√
−3x+ y2 − 2.
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31.

{
ẋ = y + 1− x2 − x,
ẏ = 3x− x2 − y − 1.

32.

{
ẋ = − cos y,

ẏ = 2x+
√
1− 3x− cos y.

33.

{
ẋ = ln(5 + y + sinx),

ẏ = 2 + 3
√
3 sinx− 8.

34.

{
ẋ = 3−

√
x2 + y,

ẏ = ln(x2 − 3).

35.

{
ẋ = ln(−1 + y + sinx),

ẏ = 2 + 3
√
3 sinx− 8.

36.

{
ẋ = 3−

√
−2 + x2 + y,

ẏ = ln(x2 − 3).

37.

{
ẋ = ln(2 + y + cosx),

ẏ = 2 + 3
√
3 sinx− 8.

38.

{
ẋ = − sin y,

ẏ = 2x− 2 +
√
4− 3x− sin y.

39.

{
ẋ = ln(4 + y + cosx),

ẏ = 2 + 3
√
3 sinx− 8.

40.

{
ẋ = − cos y,

ẏ = 2x− 2 +
√
4− 3x− cos y.

Èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ, ïîëüçóÿñü èçâåñòíûìè
óñëîâèÿìè îòðèöàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé âñåõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà,
íàïðèìåð, óñëîâèÿìè Ðàóñà � Ãóðâèöà èëè êðèòåðèåì Ìèõàéëîâà.
41. y′′′ + 2y′′ + 2y′ + 4y = 0.
42. yIV + 2y′′′ + 2y′′ + 3y′ + 2y = 0.
43. yIV + 2y′′′ + 3y′′ + 8y′ + 3y = 0.
44. yIV + 2y′′′ + 4y′′ + 6y′ + 7y = 0.
45. yIV + 8y′′′ + 14y′′ + 32y′ + 40y = 0.
46. yIV + 12y′′′ + 16y′′ + 50y′ + 70y = 0.
47. yIV + 3y′′′ + 26y′′ + 68y′ + 76y = 0.
48. y′′′ + 4y′′ + 5y′ + 8y = 0.
49. yV + 2yIV + 4y′′′ + 6y′′ + 4y′ + 5y = 0.
50. yV + 2yIV + 5y′′′ + 6y′′ + 5y′ + 3y = 0.
51. yV + 3yIV + 6y′′′ + 7y′′ + 5y′ + 5y = 0.
52. yV + 4yIV + 9y′′′ + 16y′′ + 17y′ + 11y = 0.
53. yV + 4yIV + 16y′′′ + 21y′′ + 13y′ + 11y = 0.
54. yV + 3yIV + 10y′′′ + 25y′′ + 20y′ + 15y = 0.
55. yV + 5yIV + 15y′′′ + 48y′′ + 42y′ + 64y = 0.
56. yV + 2yIV + 14y′′′ + 37y′′ + 23y′ + 69y = 0.
57. yIV + 4y′′′ + 23y′′ + 67y′ + 76y = 0.
58. y′′′ + 6y′′ + 7y′ + 10y = 0.
59. yV + 3yIV + 7y′′′ + 15y′′ + 8y′ + 7y = 0.
60. yV + 3yIV + 9y′′′ + 5y′′ + 75y′ + 11y = 0.
Èññëåäîâàòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è b íóëåâîå ðåøåíèå

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
61. y′′′ + ay′′ + by′ + 6y = 0.
62. yIV + y′′′ + ay′′ + y′ + 5y = 0.
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63. y′′′ + ay′′ + by′ + 8y = 0.
64. yIV + 2y′′′ + 3y′′ + 8y′ + ay = 0.
65. y′′′ + 9y′′ + ay′ + by = 0.
66. yIV + 3y′′′ + 6y′′ + 2y′ + ay = 0.
67. yIV + 4y′′′ + y′′ + 4y′ + ay = 0.
68. y′′′ + 3y′′ + ay′ + by = 0.
69. yIV + 6y′′′ + 12y′′ + 2y′ + ay = 0.
70. yIV + ay′′′ + 2y′′ + y′ + y = 0.
71. y′′′ + 6y′′ + ay′ + by = 0.
72. yIV + ay′′′ + y′′ + y′ + 2y = 0.
73. yIV + 2y′′′ + 4y′′ + ay′ + y = 0.
74. yIV + ay′′′ + 4y′′ + 3y′ + y = 0.
75. yIV + y′′′ + ay′′ + y′ + 2y = 0.
76. yIV + ay′′′ + 2y′′ + y′ + 2y = 0.
77. yIV + y′′′ + ay′′ + y′ + 4y = 0.
78. y′′′ + ay′′ + by′ + 4y = 0.
79. yIV + y′′′ + ay′′ + y′ + 3y = 0.
80. yIV + 2y′′′ + 4y′′ + ay′ + 2y = 0.

II.15. Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Îñîáûå òî÷êè

Îïðåäåëèòü òèï îñîáûõ òî÷åê. Íà÷åðòèòü òðàåêòîðèè íà ïëîñêîñòè (x, y).

1.

{
ẋ = x− 2y,

ẏ = 2x− 3y.
2.

{
ẋ = x− 2y,

ẏ = 3x+ 4y.

3.

{
ẋ = 2x,

ẏ = x− 5y.
4.

{
ẋ = −2x− 5y,

ẏ = 2x+ 2y.

5.

{
ẋ = −5x+ y,

ẏ = x− 7y.
6.

{
ẋ = x+ 2y,

ẏ = −3x+ y.

7.

{
ẋ = 2x+ y,

ẏ = 4y − x.
8.

{
ẋ = 3x− y,
ẏ = 4x− y.

9.

{
ẋ = 5x+ 3y,

ẏ = −y − 3x.
10.

{
ẋ = y + 2x,

ẏ = y + x.

11.

{
ẋ = x+ 3y,

ẏ = −y − 3x.
12.

{
ẋ = x,

ẏ = 5y + x.

13.

{
ẋ = x+ 3y,

ẏ = −6x− 5y.
14.

{
ẋ = x,

ẏ = 2x− y.
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15.

{
ẋ = −2x− 5y,

ẏ = 2x+ 2y.
16.

{
ẋ = 3x+ y,

ẏ = y − x.

17.

{
ẋ = 3x− 2y,

ẏ = 4y − 6x.
18.

{
ẋ = y − 2x,

ẏ = 2y − 4x.

19.

{
ẋ = x+ y,

ẏ = 3y − 2x.
20.

{
ẋ = x− 3y,

ẏ = 3x+ y.

Íàéòè è èññëåäîâàòü îñîáûå òî÷êè äàííûõ ñèñòåì.

21.

{
ẋ = x2 − y,
ẏ = (x− y)(x− y + 2).

22.

{
ẋ = x− y,
ẏ = x2 + y2 − 2.

23.

{
ẋ = x+ y + 1,

ẏ = y +
√
1 + 2x2.

24.

{
ẋ = x2 − y,
ẏ = ln(1− x+ x2)− ln 3.

25.

{
ẋ = ln(2− y2),
ẏ = ex − ey.

26.

{
ẋ = (2x− y)(x− 2),

ẏ = xy − 2.

27.

{
ẋ = ln(1− y + y2),

ẏ = 3−
√
x2 + 8y.

28.

{
ẋ = x2 + y2 − 2x,

ẏ = 3x2 − x+ 3y.

29.

{
ẋ = ex+2y − cos 3x,

ẏ =
√
4 + 8x− 2ey.

30.

{
ẋ = 7x+ 2 sin y,

ẏ = ex − 3y − 1.

31.

{
ẋ = −3/2x+ 1/2 sin 2y,

ẏ = −y − 2x.
32.

{
ẋ = 4x2 − y2,
ẏ = −4x+ 2xy − 8.

33.

{
ẋ = 1/4(ex − 1)− 9y,

ẏ = 1/5x− sin y.
34.

{
ẋ = 5x+ y cos y,

ẏ = 3x+ 2y − y3ey.

35.

{
ẋ = y2 − 4x2,

ẏ = 4y − 8.
36.

{
ẋ = 4− 4x− 2y,

ẏ = xy.

37.

{
ẋ = xy − 4,

ẏ = (x− 4)(y − x).
38.

{
ẋ = (2x− y)2 − 9,

ẏ = 9− (x− 2y)2.

39.

{
ẋ = (2x− y)2 − 9,

ẏ = (x− 2y)2 − 9.
40.

{
ẋ = x2 + y2 − 6x− 8y,

ẏ = x(2y − x+ 5).

II.16. Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ.

1. xy
∂u

∂x
+ x2

∂u

∂y
= y.
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2. (z − y)∂u
∂x

+ (x− z)∂u
∂y

+ (y − x)∂u
∂z

= 0.

3. x
∂u

∂x
− y∂u

∂y
= x− y.

4.
∂u

∂x
− (y + 2z)

∂u

∂y
+ (3y + 4z)

∂u

∂z
= 0.

5. x2
∂u

∂x
− xy∂u

∂y
= x2.

6. (z − y)∂u
∂x

+ z
∂u

∂y
+ y

∂u

∂z
= 0.

7. y
∂u

∂x
− x∂u

∂y
= y2 − x2.

8. (x+ u)
∂u

∂x
+ (y + u)

∂u

∂y
= x+ y.

9. x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= u− xy.

10. x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ (u+ z)

∂u

∂z
= xy.

11. x
∂u

∂x
+ 2y

∂u

∂y
+ 3z

∂u

∂z
= 4u.

12. (u− x)∂u
∂x

+ (u− y)∂u
∂y
− z∂u

∂z
= x+ y.

13. xy2
∂u

∂x
+
∂u

∂y
= x.

14. (x3 + 3xy2)
∂u

∂x
+ 2y3

∂u

∂y
+ 2y2z

∂u

∂z
= 0.

15. (1 + x2)
∂u

∂x
+ xy

∂u

∂y
= 0.

16.
∂u

∂x
+ (2y − u)∂u

∂y
= y + 2u.

17. xy
∂u

∂x
− x2∂u

∂y
= yu.

18. x2u
∂u

∂x
+ y2u

∂u

∂y
= x+ y.

19. yu
∂u

∂x
− xu∂u

∂y
= eu.

20. y
∂u

∂x
+ u

∂u

∂y
=
y

x
.

Íàéòè ïîâåðõíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ äàííîìó óðàâíåíèþ è ïðîõîäÿ-
ùóþ ÷åðåç äàííóþ ëèíèþ.

21. (y − u)∂u
∂x

+ (u− x)∂u
∂y

= x− y; u = y = −x.
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22. u
∂u

∂x
+ (u2 − x2)∂u

∂y
= −x; y = x2, u = 2x.

23. u
∂u

∂x
− yx∂u

∂y
= 2xu; x+ y = 2, uy = 1.

24. x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= u− x2 − y2; y = −2, u = x− x2.

25. x
∂u

∂x
− y∂u

∂y
= u2(x− 3y); x = 1, yu+ 1 = 0.

26. y2
∂u

∂x
+ xy

∂u

∂y
= x; x = 0, u = y2.

27. y
∂u

∂x
+ x

∂u

∂y
= u; x = 0, u = 2y.

28. x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= −xy; x = 1, u = y2 + 1.

29. uy
∂u

∂x
+ 2xu

∂u

∂y
= x; x = 1, uy = 1.

30. y2
∂u

∂x
− x2∂u

∂y
= u; x = 0, u = y.

31.
∂u

∂x
− y2∂u

∂y
= −x; y = 1, u = x2.

32. x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
= u; x = 2, u = 1/2(y + z).

33. x
∂u

∂x
− y∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
= 0; x = 1, u = y + z.

34. x
∂u

∂x
− y∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
= u; x = 1, u = y + z

35. x
∂u

∂x
− y∂u

∂y
= 0; x = 1, u = y2.

36. x
∂u

∂x
− y∂u

∂y
= x− y; x = 1, u = y2 + 1.

37. y
∂u

∂x
− x∂u

∂y
= y2 − x2; y = 1, u = x2 − 1.

38. (y + 2u2)
∂u

∂x
− 2x2u

∂u

∂y
= x2; x = u, y = x2.

39. x
∂u

∂x
+ u

∂u

∂y
= y; y = 2u, x+ 2y = u.

40. x
∂u

∂x
+ (xu+ y)

∂u

∂y
= u; y + x = 2u, xu = 1.
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II.17. Êðàåâûå çàäà÷è

Íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèå óêàçàííûì êðàåâûì óñëî-
âèÿì.
1. y′′ − y = 2x; y(0) = 0, y(1) = −1.
2. y′′ + y′ = 1; y′(0) = 0, y(1) = 1.
3. y′′ − y′ = 0; y(0) = −1, y′(1)− y(1) = 2.

4. y′′ + y = 1; y(0) = 0, y
(π
2

)
= 0.

5. y′′ + y = 1; y(0) = 0, y(π) = 0.
6. y′′ + y = 2x− π; y(0) = 0, y(π) = 0.
7. y′′ − y′ − 2y = 0; y′(0) = 2, y(+∞) = 0.
8. y′′ − y = 1; y(0) = 0, y(x) îãðàíè÷åíî ïðè x→ +∞.
9. x2y′′ − 6y = 0; y(0) îãðàíè÷åíî, y(1) = 2.
10. x2y′′ − 2xy′ + 2y = 0; y(x) = o(x) ïðè x→ 0, y(1) = 3.
Äëÿ êàæäîé èç ñëåäóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ãðèíà.
11. y′′ + y′ = f(x); y(0) = 0, y′(1) = 0.
12. y′′ − y = f(x); y′(0) = 0, y′(2) + y(2) = 0.
13. x2y′′ + 2xy′ = f(x); y(1) = 0, y′(3) = 0.
14. xy′′ − y′ = f(x); y′(1) = 0, y(2) = 0.
15. x2y′′ − 2y = f(x); y(1) = 0, y(2) + 2y′(2) = 0.
16. y′′ = f(x); y(0) = 0, y(x) îãðàíè÷åíî ïðè x→ +∞.
17. y′′ + y′ = f(x); y′(0) = 0, y(+∞) = 0.
18. xy′′ + y′ = f(x); y(1) = 0, y(x) îãðàíè÷åíî ïðè x→ +∞.
19. x2y′′ + xy′ − y = f(x); y(1) = 0, y(x) îãðàíè÷åíî ïðè x→ +∞.
20. y′′ − y = f(x); y(x) îãðàíè÷åíî ïðè x→ ±∞.
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