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Ñîäåðæàíèå ðàçäåëîâ è òåì ëåêöèîííîãî êóðñà

Ðàçäåë I: ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (14 ÷. ëåêöèé)

Ëåêöèÿ 1.

1.1. Ââåäåíèå. (1 ÷.)
Îá èñòîðèè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, åãî öåëè è ìåñòå â ìàòåìàòèêå. Îñíîâ-

íûå äàòû è èìåíà. Ñâÿçü ñ äðóãèìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè: àëãåáðà, ìàòåìàòè÷åñêèé
àíàëèç, êîìïëåêñíûé àíàëèç, îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ.

1.2. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. (1.÷)
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû: ìåòðèêà, íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-

Øâàðöà, Ïðèìåðû: ïðîñòðàíñòâà Rnp (1 ≤ p ≤ ∞, n ≥ 1), lp (1 ≤ p ≤ ∞), äðóãèå
ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, äèñêðåòíîå
ïðîñòðàíñòâî.

Ëåêöèÿ 2.
1.3. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. (1.÷)
Íåïðåðûâíîñòü. Èçîìåòðèÿ. Ãîìåîìîðôèçì. Ïðèìåðû.
1.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. (1 ÷.)
Ñõîäèìîñòü, ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
1.5∗. Ñõîäèìîñòü (â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå) íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé. Ýêâèâà-

ëåíòíîñòü ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé.
1.6∗. Íåïðåðûâíîñòü (â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå) ïî Ãåéíå (ñåêâåíöèàëüíàÿ

íåïðåðûâíîñòü). Ýêâèâàëåíòíîñòü íåïðåðûâíîñòè è íåïðåðûâíîñòè ïî Ãåéíå.

Ëåêöèÿ 3.
1.7. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. (1 ÷.)
Øàðû â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, îêðåñòíîñòü, òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ, ïðåäåëü-

íàÿ òî÷êà, èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà, çàìûêàíèå. Ñâîéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.
1.8. Îòêðûòûå ìíîæåñòâà. (1 ÷.)
Ïðèìåðû. Ñâÿçü ìåæäó îòêðûòûìè è çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè. Òåîðåìû î ïå-

ðåñå÷åíèè è îáúåäèíåíèè îòêðûòûõ (çàìêíóòûõ) ìíîæåñòâ.

Ëåêöèÿ 4.
1.9. Ïëîòíûå ïîäìíîæåñòâà, ñåïàðàáåëüíûå ïðîñòðàíñòâà. (1 ÷.)
Ïðèìåðû ñåïàðàáåëüíûõ (Rnp , lp) è íå ñåïàðàáåëüíûõ (M) ïðîñòðàíñòâ.
1.10. Ïîëíîòà. (1 ÷.)
Ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðèìåðû ïîëíûõ (Rnp , lp, C[a, b]) è íåïîë-

íûõ ïðîñòðàíñòâ (C2[a, b]).

Ëåêöèÿ 5.
1.11. Õàðàêòåðèçàöèÿ ïîëíûõ ïðîñòðàíñòâ. (1 ÷.)
Òåîðåìà î âëîæåííûõ øàðàõ.
1.12. Òåîðåìà Áýðà. (1 ÷.)

Ëåêöèÿ 6.
1.13. Ïîëíîòà è ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèé â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. (1 ÷.)
1.14. Ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà. (1 ÷.)
Ïðèìåðû: ïîïîëíåíèå Q ñóòü R, ïîïîëíåíèå C2([a, b]).
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Ëåêöèÿ 7.
1.15. Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. (1 ÷.)
1.16. Åãî ïðèìåíåíèå ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííî-

ñòè ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. (1 ÷.)
1.17. Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-

ìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðàêòè÷åñêèå (ñåìèíàðñêèå) çàíÿòèÿ

Ðàçäåë I. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (14 ÷. ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé)

Ñåìèíàðû 1-2. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû (4 ÷.)

Ñåìèíàð 3. Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ñõîäèìîñòü, îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíî-
æåñòâà. (2 ÷.)

Ñåìèíàð 4. Ïîëíîòà (2 ÷.)

Ñåìèíàð 5. Ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà (2 ÷.)

Ñåìèíàðû 6-7. Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé (4 ÷.)
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, òèïîâîé áèëåò íà ìèíèñåññèè 1.

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà (2 áàëëà).
2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè (2+3=5 áàë-

ëîâ)
3. Ïóñòü X = C[−π, π] � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå [−π, π].
à) äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

ρ(x, y) = max
t∈[−π,π]

|x(t)− y(t)|+ 2

∫ π

−π
|x(t)− y(t)| dt

ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà X (3 áàëëà);
á) âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ïîëíûì è ïîñòðîéòå

åãî ïîïîëíåíèå (5 áàëëîâ);
â) óêàæèòå äëÿ êàêèõ ôóíêöèé z(t) ∈ C[−π, π] è ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò èíòå-

ãðàëüíîå óðàâíåíèå
Ax− x = 0

â ïðîñòðàíñòâå X, åñëè

(Ax)(t) =
1

33

∫ π

−π
(cos (τ) sin (2t) + sin (2τ) cos (t))x(τ) dτ + z(t).

(5 áàëëîâ)
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